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概要

ポテンシャル項をもつ非線形シュレディンガー方程式を扱う. 線形作用と非線形作用が釣り合

うときに定在波解が生じる. まず, 定在波解から導かれる楕円型方程式に対応する汎関数の最小

化問題をビリアル等式を制約条件に用いて考える. この最小化問題が達成されるためのポテン

シャルと周波数の十分条件を与える. さらに, この最小値よりも汎関数の値が小さい初期値をも

つ非線形方程式の解が時間大域的に存在するための十分条件を与える.

1 導入

本稿ではポテンシャル項をもつ以下の非線形シュレディンガー方程式を考える.{
i∂tu+∆V u = −|u|p−1u, (t, x) ∈ R×Rd,

u(0, x) = u0(x), x ∈ Rd.
(NLSV )

ここで, 虚数単位 i =
√
−1, 時間微分 ∂t = ∂

∂t , シュレディンガー作用素 −∆V = −∆ + V =

−
∑d

j=1
∂2

∂x2
j
+ V . ポテンシャル V (x) : Rd −→ Rは既知関数, 解 u(t, x) : R×Rd −→ Cは未知関数,

初期値 u0(x) : Rd −→ Cは既知関数である.

1.1 準備

非負値 X, Y に対して, ある C > 0 が存在して X ≤ CY が成り立つとき X ≲ Y と表現する.

X ≲ Y ≲ X が成り立つとき X ∼ Y と表現する.

定義 1.1 (ルベーグ空間). p ≥ 1において, ルベーグ空間 Lp(Rd)を次で定義する.

Lp(Rd) :=
{
f : Rd −→ C : ∥f∥Lp <∞

}
, ∥f∥Lp :=


(∫

Rd

|f(x)|pdx
) 1

p

, (1 ≤ p <∞),

ess sup
x∈Rd

|f(x)|, (p = ∞).

定義 1.2 (フーリエ変換・フーリエ逆変換). フーリエ変換とフーリエ逆変換を次のように定義する.

(フーリエ変換) Ff(ξ) :=
∫
Rd

e−2πix·ξf(x)dx,

(フーリエ逆変換) F−1f(ξ) :=

∫
Rd

e2πix·ξf(x)dx.



ここで, x · ξ は Rd の内積で x · ξ = x1ξ1 + · · ·+ xdξd である.

定義 1.3 (ソボレフ空間). 非斉次ソボレフ空間W s,p(Rd)を次で定義する.

W s,p(Rd) :=
{
f : Rd −→ C : ∥f∥W s,p <∞

}
,

∥f∥W s,p := ∥(1−∆)
s
2 f∥Lp = ∥F−1(1 + 4π2| · |2) s

2Ff∥Lp .

斉次ソボレフ空間 Ẇ s,p(Rd)を次で定義する.

Ẇ s,p(Rd) :=
{
f : Rd −→ C : ∥f∥Ẇ s,p <∞

}
,

∥f∥Ẇ s,p := ∥(−∆)
s
2 f∥Lp = ∥F−1(2π| · |)sFf∥Lp .

また, p = 2のときW s,2, Ẇ s,2 をそれぞれ Hs, Ḣs で表す.

注意 1.4. s = 1のとき, ソボレフノルムに関して次の同値性が成り立つ.

∥f∥pW 1,p ∼ ∥f∥pLp + ∥∇f∥pLp = ∥f∥pLp +

d∑
j=1

∥∂xjf∥
p
Lp , ∥f∥p

Ẇ 1,p
∼ ∥∇f∥pLp =

d∑
j=1

∥∂xjf∥
p
Lp .

ルベーグ空間・ソボレフ空間を球対称関数に制限した空間を Lp
rad(Rd), W s,p

rad(Rd), Ẇ s,p
rad(Rd)で表

現する. つまり,
Lp
rad(R

d) :=
{
f ∈ Lp(Rd) : f は球対称関数.

}
,

W s,p
rad(R

d) :=
{
f ∈W s,p(Rd) : f は球対称関数.

}
,

Ẇ s,p
rad(R

d) :=
{
f ∈ Ẇ s,p(Rd) : f は球対称関数.

}
.

ここで, 関数 f が球対称関数であるとは, ある関数 φ : R −→ Cが存在して,

f(x) = φ(|x|)

をみたすことである.

2 (NLSV )の時間局所適切と解の時間挙動

時間に依存した非線形偏微分方程式の研究は大きく分けると 2つに分けられる. 1つ目は時間局所

適切の有無である. (NLSV )が時間局所適切であるとは, 次の (1)～(4)が成り立つことである.

(1) (解の存在性) 任意の u0 ∈ H1(Rd)に対して, 時間区間 (Tmin, Tmax) = (Tmin(u0), Tmax(u0))

(∋ 0)上定義される (NLSV )の解 u ∈ C((Tmin, Tmax);H
1(Rd))が存在して, (Tmin, Tmax)を

超えて (NLSV )の解は存在しない.

(2) (解の一意性) (NLSV )の解は一意である.

(3) (Blow-up alternative) もし Tmax <∞ (Tmin > −∞)とすると,

lim
t↗Tmax

∥u(t)∥H1 = ∞,

(
lim

t↘Tmin

∥u(t)∥H1 = ∞
)
.



(4) (初期値への連続依存性) もし u0,n −→ u0 in H1 とすると, 任意の閉区間 I ⊂ (Tmin, Tmax)に

対して, ある n0 ∈ Nが存在して, 任意の n ≥ n0 に対して u0,n を初期値にもつ (NLSV )の解

un は I 上で定義されて un −→ u in C(I;H1) (n→ ∞)をみたす.

注意 2.1. (Blow-up alternative)より, 次が成り立つ.

sup
t∈(Tmin,Tmax)

∥u(t)∥H1 <∞ =⇒ (Tmin, Tmax) = ∞.

時間局所適切に関して, 次の結果が知られている.

定理 2.2 ((NLSV )の時間局所適切 I, [6]). d = 3, 1 < p < 5, V ∈ L
3
2 (R3) ∩ K0(R3), V ≥ 0とす

る. このとき, (NLSV )は時間局所適切である. ここで,

K0(R3) := {f ∈ L∞(R3) : supp f はコンパクト.}
∥·∥K

, ∥f∥K := sup
x∈R3

∫
R3

|f(y)|
|x− y|

dy.

定理 2.3 ((NLSV ) の時間局所適切 II, [2]). d ≥ 3, 1 < p < 1 + 4
d−2 , V ∈ Lγ(Rd) + L∞(Rd) for

some d
2 < γ ≤ ∞とする. このとき, (NLSV )は時間局所適切である.

定理 2.2と定理 2.3で得られた (NLSV )の解 uは次の質量とエネルギーを時間に関して保存する.

(質量) M [f ] := ∥f∥2L2 ,

(エネルギー) EV [f ] :=
1

2
∥(−∆V )

1
2 f∥2L2 −

1

p+ 1
∥f∥p+1

Lp+1

=
1

2
∥∇f∥2L2 +

1

2

∫
Rd

V (x)|f(x)|2dx− 1

p+ 1
∥f∥p+1

Lp+1 .

時間局所適切が得られたとき, 解の時間発展による挙動を調べることが時間に依存した非線形偏微

分方程式の研究の 2つ目である. (NLSV )の解の時間発展を考えた際, 線形部分 (i∂tu +∆V u)は分

散的にはたらき, 非線形部分 (−|u|p−1)は吸引的にはたらく. 分散性は波を散らばらせ, 吸引性は波

を集中させる.

　
分散性 吸引性

線形部分と非線形部分の働きが逆であり, これらの兼ね合いにより様々な種類の時間挙動が存在する.

分散効果の方が吸引効果より強いとき, 解 uは空間遠方に向かっていく. そのため, 解 u自身の相互

作用が弱まり線形状態に近づく. このような挙動を散乱といい, このような解を散乱解と呼ぶ. 吸引

効果の方が分散効果より強いとき, 解 uはあるところに集中していく. このような挙動を爆発といい,

このような解を爆発解と呼ぶ. 爆発は有限時間爆発と無限時間爆発の 2つに分けられる. 分散効果と

吸引効果が釣り合うとき, 時間に関して位相の周期的な変動しかない解が生じる. このような解を定

在波解と呼ぶ. これらの挙動を数学的に記述すると以下のようになる.



定義 2.4 (散乱解, 有限時間爆発解, 無限時間爆発解, 定在波解). u0 ∈ H1(Rd)とする.

• (散乱解)

(NLSV )の解 uが正 (負)の時間で散乱するとは, Tmax = +∞ (Tmin = −∞)であり, さらに,

ある ψ+ ∈ H1(Rd) (ψ− ∈ H1(Rd))が存在して

lim
t→+∞

∥u(t)− eit∆V ψ+∥H1 = 0,

(
lim

t→−∞
∥u(t)− eit∆V ψ−∥H1 = 0

)
が成立することである. ここで, eit∆V ψ+ (eit∆V ψ−)は ψ+ (ψ−)を初期値にもつ線形方程式

の解である.

• (有限時間爆発解)

(NLSV )の解 uが正 (負)の時間で有限時間爆発するとは, Tmax < +∞ (Tmin > −∞)をみた

すことである.

• (無限時間爆発解)

(NLSV )の解 uが正 (負)の時間で無限時間爆発するとは, Tmax = +∞ (Tmin = −∞)であり,

さらに,

lim sup
t→+∞

∥u(t)∥H1 = ∞,

(
lim sup
t→−∞

∥u(t)∥H1 = ∞
)

が成り立つことである.

• (定在波解)

ある ω ∈ Rに対して

u(t, x) = eiωtQω,V (x)

の形をしているとき, 解 u は定在波解であるという. ここで, Qω,V = Qω,V (x) は楕円型方

程式

−ωQω,V +∆VQω,V = −|Qω,V |p−1Qω,V (SPω,V )

の解である.

3 先行結果

近年 Kenig–Merle [13]による研究を始め, (SPω,V )の解を用いた解の時間挙動の分類が盛んに行

われている. Kenig–Merle [13]は d = 3, 4, 5, p = 1+ 4
d−2 の下, 次を示した. もし u0 ∈ Ḣ1

rad(Rd)が

E0[u0] < E0[Q0,0], ∥∇u0∥L2 < ∥∇Q0,0∥L2

をみたすとき, (NLS0)の解 uは時間両方向で散乱する, そして, もし u0 ∈ Ḣ1
rad(Rd) ∩ |x|−1L2(Rd)

が

E0[u0] < E0[Q0,0], ∥∇u0∥L2 > ∥∇Q0,0∥L2



をみたすとき, (NLS0) の解 u は時間両方向で有限時間爆発することを示した. Holmer–Roudenko

[9]は d = 3, p = 3, u0 ∈ H1
rad(R3) の下, (NLS0) に関して Kenig–Merle [13]に類似した結果を得

た. より正確には, もし u0 ∈ H1
rad(R3)が

M [u0]E0[u0] < M [Q1,0]E0[Q1,0], ∥u0∥L2∥∇u0∥L2 < ∥Q1,0∥L2∥∇Q1,0∥L2 (1)

をみたすとき (NLS0)の解 uは時間両方向で散乱する, もし u0 ∈ H1
rad(Rd)が

M [u0]E0[u0] < M [Q1,0]E0[Q1,0], ∥u0∥L2∥∇u0∥L2 > ∥Q1,0∥L2∥∇Q1,0∥L2 (2)

をみたすとき (NLS0)の解 uは時間両方向で有限時間爆発することを示した. Duyckaerts–Holmer–

Roudenko [4] は Holmer–Roudenko [9] の散乱の結果において球対称の仮定を外した. Holmer–

Roudenko [10] は [9] の有限時間爆発の仮定から球対称を外し, 爆発が起こることを示した. よ

り一般的な次元 d と非線形項の冪 p の下, Fang–Xie–Cazenave [5] は (NLS0) に関する散乱の結

果, Akahori–Nawa [1] は (NLS0) に関する散乱の結果, 爆発の結果, 有限時間爆発の結果を示した.

Fang–Xie–Cazenave [5] は (1), (2) のような形の条件を用いた. 一方, Akahori–Nawa [1] は次の形

の条件を用いた.

Sω,0(u0) < Sω,0(Qω,0), Kd,2
ω,0(u0) ≥ 0

の下, 散乱の結果を示し,

Sω,0(u0) < Sω,0(Qω,0), Kd,2
ω,0(u0) < 0

の下, 爆発の結果, 有限時間爆発の結果を示した. ここで,

Sω,V (f) :=
ω

2
M [f ] + EV [f ], Kα,β

ω,V (f) :=
d

dλ

∣∣∣∣
λ=0

Sω,V (e
αλf(eβλ · )).

Du–Wu–Zhang [3]は (NLS0)に関する爆発の結果の別証明を与えた.

次にポテンシャル V ̸= 0をもつ (NLSV )に関する先行研究を紹介する.

定理 3.1 (Hong [11]). d = 3, p = 3, u0 ∈ H1(Rd) とする. V ∈ L
3
2 (R3) ∩ K0(R3), V ≥ 0,

x · ∇V ∈ L
3
2 (R3), x · ∇V ≤ 0とする. もし, u0 が

M [u0]EV [u0] < M [Q1,0]E0[Q1,0], ∥u0∥L2∥(−∆V )
1
2u0∥L2 < ∥Q1,0∥L2∥∇Q1,0∥L2

をみたすとすると, (NLSV )の解 uは時間両方向で散乱する.

定理 3.2 (H.–Ikeda, [6]). d = 3, 7
3 < p < 5, sc = 3

2 − 2
p−1 , u0 ∈ H1(R3) とする. V ≥ 0,

x · ∇V ∈ L
3
2 (R3)とする. u0 は次をみたすと仮定する.

M [u0]
1−scEV [u0]

sc < M [Q1,0]
1−scE0[Q1,0]

sc .

(1) (散乱) もし V ∈ L
3
2

rad(R3) ∩ K0(R3), x · ∇V ≤ 0,

∥u0∥1−sc
L2 ∥∇u0∥scL2 < ∥Q1,0∥1−sc

L2 ∥∇Q1,0∥scL2

が成り立つとすると, (NLSV )の解 uは散乱する.



(2) (爆発) もし V ∈ (L
3
2 (R3) ∩ K0(R3)) ∪ Lσ(R3) for some 3

2 < σ ≤ ∞, 2V + x · ∇V ≥ 0,

∥u0∥1−sc
L2 ∥(−∆V )

1
2u0∥scL2 > ∥Q1,0∥1−sc

L2 ∥∇Q1,0∥scL2

が成り立つとすると, (NLSV )の解 uは時間両方向で爆発する. さらに, 次の (i)もしくは (ii)

が成り立つとき, (NLSV )の解 uは時間両方向で有限時間爆発する.

(i) u0 ∈ H1
rad(R3), V ∈ L∞

rad(R3), x · ∇V ≥ 0,

(ii) u0 ∈ |x|−1L2(R3).

4 主結果

定理 3.1と定理 3.2ではポテンシャル V がないときの (SP1,0)の解 Q1,0 を用いて解の分類を行っ

ている. そこで, (NLSV )と対応した (SPω,V )の解を用いた分類を行いたい. しかしながら, 一般に

(SPω,V )が解をもつかどうかは不明である. そこで, 本研究では (SPω,V )を調べる. (SPω,V )の解は

Sω,V の最小化問題として特徴づけられるため, 以下の最小化問題を取り扱う.

mω,V := inf
{
Sω,V (f) : f ∈ H1(Rd) \ {0}, Kα,β

ω,V (f) = 0
}
,

rω,V := inf
{
Sω,V (f) : f ∈ H1

rad(Rd) \ {0}, Kα,β
ω,V (f) = 0

}
.

K1,0
ω,V はネハリ汎関数, Kd,2

ω,V はビリアル汎関数と呼ばれ, 次のように表される.

K1,0
ω,V (f) := ω∥f∥2L2 + ∥(−∆V )

1
2 f∥2L2 − ∥f∥p+1

Lp+1 ,

Kd,2
ω,V (f) := 2∥∇f∥2L2 −

∫
Rd

(x · ∇V )|f(x)|2dx− d(p− 1)

p+ 1
∥f∥p+1

Lp+1 .

ネハリ汎関数は (SPω,V ) の解析において使用されることが多い汎関数である. ビリアル汎関数は

(NLSV )の時間挙動を調べる際に使用されることが多い汎関数である. 本研究の主結果を述べるため,

次を定義する.

ω0 := −1

2
ess inf
x∈Rd

(2V + x · ∇V ),

α > 0, β ≥ 0, 2α− dβ ≥ 0. (3)

(3)は次の不等式を導く.

2α− (d− 2)β > 0, (p+ 1)α− dβ > (p− 1)α− 2β > 0.

ここで, 本研究の主結果を述べる.

定理 4.1 (H.–Ikeda). d ≥ 3, 1 + 4
d < p < 1 + 4

d−2 とする.

• (Non-radial case) V , x · ∇V ∈ L
d
2 (Rd) + Lσ(Rd) (d2 < σ < ∞), V ≥ 0, x · ∇V < 0,

2V + x · ∇V ≥ 0とする. このとき, (3)をみたす各 (α, β)と各 ω > 0に対してmα,β
ω,V = mα,β

ω,0

が成り立つ, そしてmα,β
ω,V は達成されない.



• (Radial case) V , x · ∇V ∈ L
d
2 (Rd) + L∞(Rd), V ≥ 0, x · ∇V ≤ 0, ω0 <∞とする. このと

き, (3)をみたす各 (α, β)と ω ≥ ω0 をみたす各 ω > 0に対して rα,βω,V は達成される.

定理 4.2 (H.–Ikeda). d ≥ 3, 1 + 4
d < p < 1 + 4

d−2 とする.

• (Non-radial case) u0 ∈ H1(Rd), V ≥ 0, 2V + x · ∇V ≥ 0とする.

◦ V ∈ Lγ(Rd)+Lσ(Rd), x·∇V ∈ L
d
2 (Rd)+Lσ(Rd) for some d

2 < γ ≤ σ <∞, x·∇V ≤ 0

とする. ある (3)をみたす (α, β)と ω > 0が存在して

Sω,V (u0) < mα,β
ω,V , Kα,β

ω,V (u0) ≥ 0

をみたすとする. このとき, (NLSV )の解 uは時間両方向で大域的に存在する.

◦ EV [u0] < 0, V ∈ Lγ(Rd)+L∞(Rd) for some d
2 < γ ≤ ∞, x ·∇V ∈ L

d
2 (Rd)+L∞(Rd)

とする. このとき, (NLSV )の解 uは時間両方向で爆発する. 加えて u0 ∈ |x|−1L2(Rd)で

あるとき, (NLSV )の解 uは時間両方向で有限時間爆発する.

• (Radial case) u0 ∈ H1
rad(Rd), V ≥ 0, V : 球対称とする. x · ∇V ∈ L

d
2 (Rd) + L∞(Rd),

x · ∇V ≤ 0, ω0 <∞とする. さらに, V は次の (i)もしくは (ii)をみたすとする.

(i) d = 3, V ∈ L
3
2 (R3) ∩ K0(R3),

(ii) d ≥ 3, V ∈ Lγ(Rd) + L∞(Rd) for some d
2 < γ ≤ ∞.

ある (3)をみたす (α, β)と ω ≥ ω0 をみたす ω > 0が存在して

Sω,V (u0) < rα,βω,V , Kα,β
ω,V (u0) ≥ 0

が成り立つとする. このとき, (NLSV )の解 uは時間両方向で大域的に存在する.

注意 4.3. 定理 4.1 (Radial case)の最小元が (SPω,V )の解であるかどうかは不明である. β = 0に

おける最小元は (SPω,V )の解である ([7]).

注意 4.4. V ∈ L
3
2 (R3) ∩ K0(R3)のとき, ω0 > 0である. これは ω0 ≤ 0と仮定すると, ある r0 > 0

が存在して, 任意の r = |x| ≥ r0 に対して V (r) ≳ 1
r2 となることから従う.

注意 4.5. (NLSV )と対応した (SPω,V )の解を用いた分類に関しては次の結果が与えられている. 具

体的なポテンシャルについて, Ikeda–Inui [12] によりデルタポテンシャル V = δ, Killip-Murphy–

Visan–Zheng [14]により逆 2乗冪ポテンシャル V = a
|x|2 の場合について調べられている. 抽象的な

ポテンシャルについて, Nakanishi [15], [16]により質量が十分小さい場合に調べられている.

5 定理 4.1 (Radial case)について

この章では, 定理 4.1 (Radial case)において ω0 を導入した動機と rα,βω,V の最小元の取り方の概略

を紹介する.

まず, ω0 を導入する動機を説明する. (SPω,V )の解 Qω,V が存在し, rα,βω,V を達成すると仮定する.

(SPω,V )×Qω,V の積分より

ω∥Qω,V ∥2L2 + ∥(−∆V )
1
2Qω,V ∥2L2 = ∥Qω,V ∥p+1

Lp+1 ,



(SPω,V )×x · ∇Qω,V の積分より

d

2
ω∥Qω,V ∥2L2 +

d− 2

2
∥(−∆V )

1
2Qω,V ∥2L2 +

1

2

∫
Rd

(2V + x · ∇V )|Qω,V (x)|2dx =
d

p+ 1
∥Qω,V ∥p+1

Lp+1

が形式的には得られる. これらの等式より, ポホザエフの等式

∥∇Qω,V ∥p+1
Lp+1 −

1

2

∫
Rd

(x · ∇V )|Qω,V (x)|2dx =
d(p− 1)

2(p+ 1)
∥Qω,V ∥p+1

Lp+1 ,

ω∥Qω,V ∥2L2 +

∫
Rd

(2V + x · ∇V )|Qω,V |2dx =
d+ 2− (d− 2)p

2(p+ 1)
∥Qω,V ∥p+1

Lp+1

が導かれる. 従って,

Sω,V (Qω,V ) =
p− 1

2(p+ 1)
∥Qω,V ∥p+1

Lp+1 > 0, Kα,β
ω,V (Qω,V ) = 0

が成り立つ. つまり Kα,β
ω,V (f) = 0の下, Sω,V (f) ≥ 0とならなければならない. Kα,β

ω,V = 0を用いて

Sω,V を書き直すと

Tα,β
ω,V (f) : = Sω,V (f)−

1

2α− (d− 2)β
Kα,β

ω,V (f)

=
β

2{2α− (d− 2)β}

∫
Rd

(2ω + 2V + x · ∇V )|f(x)|2dx+
(p− 1)α− 2β

(p+ 1){2α− (d− 2)β}
∥f∥p+1

Lp+1 .

この等式から

2ω + 2V + x · ∇V ≥ 0 a.e. x ∈ Rd,

つまり,

2ω + ess inf
x∈Rd

(2V + x · ∇V ) ≥ 0

であればKα,β
ω,V (f) = 0の下, Sω,V (f) ≥ 0が保証されることがわかる. このため, ω0 を導入する.

次に rα,βω,V の最小元の取り方の概略を述べる. 最小化列 {fn} ⊂ H1
rad(Rd) \ {0} を取る. つまり,

{fn}は

Kα,β
ω,V (fn) = 0, for each n ∈ N,

Sω,V (fn) = Tα,β
ω,V (fn) ↘ rα,βω,V as n→ ∞

をみたす. さらに, {fn} は H1(Rd) で有界であることがわかる. それ故, ある関数 f∞ ∈ H1(Rd)

と {fn}の部分列が存在して fn −−⇀ f∞ in H1 とできる. さらに, 埋め込み H1
rad(Rd) ⊂ Lp+1(Rd)

(1+ 4
d < p < 1+ 4

d−2 )はコンパクトであるから, {fn}の部分列を取ることで fn −→ f∞ in Lp+1 と

できる. この関数 f∞ は

Tα,β
ω,V (f∞) = rα,βω,V , Kα,β

ω,V (f∞) ≤ 0

をみたす. 0 < λ ≤ 1をKα,β
ω,V (λf∞) = 0をみたすように取ると

rα,βω,V ≤ Sω,V (λf∞) = Tα,β
ω,V (λf∞) ≤ Tα,β

ω,V (f∞) = rα,βω,V

となり, λf∞ が rα,βω,V を達成することがわかる.



6 定理 4.2の時間大域解について

この章では, 定理 4.2の時間大域存在の証明を紹介する. (Non-radial case)は (Radial-case)と同

様にして示せるので, (Radial case)のみ考える.

まず, Kα,β
ω,V (u0) = 0 のときは rα,βω,V の定義と Sω,V (u0) < rα,βω,V から u0 ≡ 0 となる. このとき,

(NLSV ) の解は一意性から u(t, x) ≡ 0 となり, これは時間大域解である. Kα,β
ω,V (u0) > 0 の場合

を考える. このとき, Sω,V (u0) < rα,βω,V と Sω,V が時間に関して保存されていることから, 任意の

t ∈ (Tmin, Tmax)に対して

Kα,β
ω,V (u(t)) > 0 (4)

が従う. 実際, ある t1 ∈ (Tmin, Tmax)が存在して Kα,β
ω,V (u(t1)) ≤ 0をみたすとすると, (NLSV )の解

uの H1 ノルムに関する連続性から, ある t0 ∈ (Tmin, Tmax)が存在して Kα,β
ω,V (u(t0)) = 0が成立す

る. この t0 に対して

Sω,V (u0) < rα,βω,V ≤ Sω,V (u(t0)) = Sω,V (u0)

となり, 矛盾が生じる. 不等式 (4)と ω ≥ ω0 は

− 1

p+ 1
∥u(t)∥p+1

Lp+1 > −ω{2α− (d− 2)β}
2{(p+ 1)α− dβ}

∥u(t)∥2L2 −
2α− (d− 2)β

2{(p+ 1)α− dβ}
∥∇u(t)∥2L2

+
β

2{(p+ 1)α− dβ}

∫
Rd

(2ω + 2V + x · ∇V )|u(t, x)|2dx

≥ −ω{2α− (d− 2)β}
2{(p+ 1)α− dβ}

∥u(t)∥2L2 −
2α− (d− 2)β

2{(p+ 1)α− dβ}
∥∇u(t)∥2L2

を意味する. この不等式を用いると

rα,βω,V > Sω,V (u(t))

=
ω

2
∥u(t)∥2L2 +

1

2
∥(−∆V )

1
2u(t)∥2L2 −

1

p+ 1
∥u(t)∥p+1

Lp+1

>
ω

2
∥u(t)∥2L2 +

1

2
∥(−∆V )

1
2u(t)∥2L2

− ω{2α− (d− 2)β}
2{(p+ 1)α− dβ}

∥u(t)∥2L2 −
2α− (d− 2)β

2{(p+ 1)α− dβ}
∥∇u(t)∥2L2

≥ ω{(p− 1)α− 2β}
2{(p+ 1)α− dβ}

∥u(t)∥2L2 +
(p− 1)α− 2β

2{(p+ 1)α− dβ}
∥∇u(t)∥2L2

∼ ∥u(t)∥2H1

が得られる. 注意 2.1より, (NLSV )の解 uは時間大域的に存在する.
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