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1. Introduction

代数多様体Xに付随するBerkovich解析空間Xanを考える．その各
点は後述するように multiplicative seminormにより与えられる．する
と，その点 xに対して Berkovich double residue field H̃ (x)と呼ばれる
対象を定義できる．今回の結果は，点の中でもmonomial valuationと
呼ばれる点に対する Berkovich double residue fieldの具体的な表示を
求めると共に，それがXの双有理モデル Y 上のある点における剰余体
に一致しているというものである．
本来であれば，Berkovich幾何の基本的なところから説明するのが筋

だとは思うが，幸い今回の結果自体を理解する上でいくつかの事実を
認めておけばそこまで詳しく述べる必要性をあまり感じないため，適
当に事実を紹介しつつBerkovich幾何の雰囲気を伝えながら今回の結果
について紹介をしていこうと思う．
但し，一般的な代数幾何の知識は仮定する．

2. Preliminaries

2.1. Berkovich spaces associated to algebraic varieties.
A を単位元を持つ環とする．

Definition 2.1.
A 上の seminormとは，関数 | · | : A → R≥0であって，

(1) |0| = 0,
(2) |f − g| ≤ |f |+ |g| ∀f, g ∈ A ,
(3) |fg| ≤ |f ||g| ∀f, g ∈ A

を満たすもののこと．
さらに，seminorm | · |の性質として次のようなものがある．
| · | : norm ⇐⇒ “|f | = 0 ⇒ f = 0, ”
| · | : multiplicative ⇐⇒ |fg| = |f ||g| ∀f, g ∈ A ,
| · | : non-Archimedean ⇐⇒ |f − g| ≤ max{|f |, |g|} ∀f, g ∈ A .
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|| · ||をA 上の normとすると，(2)と normの定義によりこれはA 上
の距離関数となり，これによりA は距離空間となる．

Definition 2.2.
A = (A , || · ||)を normed ringとする．このときA がBanach環とは

A が上で定めた距離空間として完備であることをいう．
また，可換体であり，Banach環であるようなものを Banach fieldと

いう．
さらに，|| · ||が multiplicativeならば valuation fieldといい，加えて

|| · ||が non-Archimedeanでもあるときには特に non-Archimedean fieldと
いう．

Example 2.3.
• 任意の環は次で定める trivial norm| · |0によりBanach環となる．

|f |0 =

{
1 (if f 6= 0)

0 (if f = 0)

また，定義から分かるように，| · |0は non-Archimedean normで
ある．さらに整域ならば，multiplicativeでもある．

• Cに対し，hybrid normと呼ばれる次のノルムを考えるとBanach
環となる．

|z|hyb := max{|z|0, |z|∞} ∀z ∈ C.
ただし，| · |0は trivial norm, | · |∞はC上の通常の絶対値とする．

• (k, || · ||k)を non-Archimedean fieldとする．このとき，

k{r−1T} := {f =
∑
i∈Z≥0

aiT
i | ai ∈ k, ||f || := sup ||ai||kri < ∞}

とすれば, k{r−1T}は，定義に現れる normにより Banach環と
なる．

• complete DVR (例えば，C[[t]])は，uniformizing parameterの値を
1未満の正の実数に定めることで一意に normが定まり，自然に
Banach環となる．

Berkovich解析空間とは，端的に言えば，mutiplicative seminormから
なる集合に適切な位相（や付加構造）を入れたものである．
そこで一般的なBerkovich解析空間を定義する代わりに代数多様体に

付随する Berkovich解析空間を定義しよう．

Definition 2.4.
k :Banach fieldとする．A:有限生成 k代数とし，U = SpecAとする．

このとき，UAnをA上のmultiplicative seminormであって，k上に制
限すると kの持つノルムに対して boundedとなるもの全体とし，その



位相を ∀f ∈ Aに対して，f : UAn → R（defined by | · | 7→ |f |）が連続
となるような weakest topologyで定める．
一般の k上の代数多様体X に対しては，Xの各 affine open Uに対し,

上のようにUAnを定め，適切な意味で貼り合わせることによってXAnを
実現する．このXからXAnを得る操作をXのBerkovich Analytification
という．
この k上の代数多様体Xに対するBerkovich analytificationに対して，

自然な連続写像 πX : XAn → Xが各 affine openに対してそこ上で定ま
る seminormの kernelを取ることで定まる．
便宜的に，k:non-Archimedean fieldなら，Xan := XAnとする．

さて，kは non-Archimedean fieldとし，X を k上の代数多様体とす
る．
今 x ∈ Xanに対して，πX(x)の剰余体 κ(πX(x))上に xから誘導され

る自然な normが定まり，これも便宜上 xと呼ぶことにする．

Definition 2.5.
x ∈ Xan に対して，H (x)を κ(πX(x))の xから誘導される自然な

normによる完備化とする．

このとき，H (x)は non-Archimedean fieldとなる．
これに対して，

H (x)◦ := {f ∈ H (x) | |f |x ≤ 1},

H (x)◦◦ := {f ∈ H (x) | |f |x < 1}
とすると，

H̃ (x) := H (x)◦/H (x)◦◦

が定まり，これは体になる．(付値体H (x)に対する剰余体)
この H̃ (x)を Berkovich double residue fieldという．

この H̃ (x)の具体計算はいくつかの場合において先行結果が知られ
ている．[Ber90] [BR10]
今回の結果では一部重複があるもののそれらとは異なるクラスであ

る後述のmonomial valuationと呼ばれる点について H̃ (x)の具体計算
を行った．

2.2. Centers.
kは trivial normを備えた体とする．このとき，kは non-Archimedean

fieldとなる．今，X ,Xan, πX : Xan → Xは上と同様のものを考える．
x ∈ Xanに対し，valuation ring Rxを次で定める．

Rx := {f ∈ κ(πX(x)) | |f |x ≤ 1}.



まずは，X = SpecAの場合についてA/πX(x) ⊂ Rxを仮定するとき，

cX(x) := {f ∈ A | |f | < 1}

を cX(x)と書き，xの centerという．これは，A → A/πX(x) ↪→ Rxに
よって定まる写像 ϕx,X : SpecRx → X による SpecRxの唯一の閉点の
行先として定まるものと一致している．
次に，Xをk上properとすると，以下の可換図式からValuative criterion

[Har77]により，写像 ∃1ϕx,X : SpecRx → X が誘導される．

Spec κ(πX(x)) //

��

X

��
SpecRx

//

φx,X

77

Speck

この誘導された写像 ϕx,X による SpecRxの唯一の閉点の行先を cX(x)
と定める．
このとき，各々で定義した xの centerについて，次の包含が成立し

ている．

κ(cX(x)) ⊂ H̃ (x).

さて，x ∈ Xanが normとすると，πX(x)の剰余体はXの関数体に一
致している．

κ(πX(x)) = K(X).

すると，関数体上に normが定まっているため，birational map Y 99K X
に対して，自然に x ∈ Y an とみなせる．特に，任意の open affine set
U ⊂ Xに対して，x ∈ Uan が成り立つ．
今，norm x ∈ Xanに対して centerが定まるとき（つまり，上で見たいず

れかの場合）, blow-up f : Y → Xに対して，次の可換図式が得られるが，
ここに再びValuative criterionを適用することで，∃1ϕx,Y : SpecRx → Y
を得る．

SpecK(X) //

��

Y

��
SpecRx φx,X

//

φx,Y

::

X

すると，SpecRxの閉点のそれぞれの写像に対する行先として cY (x),
cX(x)を考えることによって

f(cY (x)) = cX(x)

を得る．特に，次が成立している．

κ(cX(x)) ⊂ κ(cY (x)) ⊂ H̃ (x).



もちろん，一般的にはκ(cX(x)) 6= H̃ (x)となるわけだが，上手くblow-
upを取りbirational modelを取り換えてあげることで，κ(cY (x)) = H̃ (x)
となるような Y が構成できないかというのが，主結果の背景にある．

2.3. Monomial valuations.
ここでは，主結果を語る上で重要な normに関するクラスを定義す

る．
まず，体上の多項式環A = k[X1, . . . , Xn]を考える．
このとき，A上のmonomial valuationとは，正の実数 r1, . . . , rnが存

在して，
f =

∑
I∈Zn

≥0

aIX
I ∈ k[X1, . . . , Xn]

に対して，次で定まるmultiplicative normのことである．

|f | := max
aI ̸=0

|rI |.

但し，I = (i1, . . . , in)に対し，rI = ri11 · · · rinn とする．

このとき，monomial valuation x は k を trivial norm を備えた non-
Archimedean fieldとしたときの (SpecA)anの元となる．
一方で，このままの定義ではあまりに限定的であるため一般化した

いのだが，その上で，Cohenの構造定理を用いる．
kを trivial normを備えた non-Archimedean fieldとする．Xを k上の

代数多様体とし，p ∈ Xを非特異な点 (閉点とは限らない)とする．この
とき，Cohenの構造定理により，κ(p) ↪→ OX,pが（一意ではないが）存
在して，OX,pの正則巴系を f1, . . . , fmとすれば，residue fieldの埋め込
み方に応じて次のべき級数環への κ(p)-代数としての同型が得られる．

ÔX,p
∼= κ(p)[[t1, . . . , tm]].

ここで，上の同型は fi 7→ tiとして定まる．
さて，上の条件の下，p ∈ X上のmonomial valuationとは，1未満の

正の実数 r1, . . . , rnが存在して，

f =
∑
I∈Zm

≥0

aIf
I ∈ OX,p ⊂ κ(p)[[f1, . . . , fm]]

に対して，次で定まるmultiplicative normのことである．

|f | := max
aI ̸=0

|rI |.

但し，I = (i1, . . . , im)に対し，rI = ri11 · · · rimm とする．
一見この定義では，p ∈ X 上のmonomial valuationは正則巴系の取

り方とそれに対する値の選び方，そして，residue fieldの埋め込み方に



依存すると思われるが，residue fieldの埋め込み方には依らないことが
知られている．[JM10]
明らかではあるが，上のように定義されるmonomial valuation xにお

いて，cX(x) = pが成り立つ．

こうして，X の非特異な点においてmonomial valuationを定義する
ことが出来た．そこで次は特異な点について考えてみたい．そのため
に商特異点を念頭に有限群で割ることを考えたい．

kを trivial normを備えた non-Archimedean fieldとし，Xを k上の代
数多様体とする．群GがXに作用するとは，群準同型G → AutXが
存在することを言う．但し，AutXは k-schemeとしてのXの自己同型
がなす群である．簡便のため，上の写像を通して σ ∈ Gとその像を同
一視する．
このとき，norm x = | · | ∈ XanがG-invariant とは

|f | = |σ♯(f)| ∀f ∈ K(X), ∀σ ∈ G

が成り立つことを指す．ここで，σ♯ : K(X) → K(X)は自己同型 σ :
X → X から誘導される同型である．
非特異点 p ∈ Xに対して，上のように xを p上のmonomial valuation

とする．このとき，xがG-invariantならば pはGの固定点となる．(一
般的にこういう固定点が商特異点になりうる．)特にGを有限群とする
とき，pの open affine neighborhood U = SpecA in Xであって，Gの作
用で閉じているものが取れる．すると，AのGによる不変式環AGを用
いて，AG ↪→ Aに付随する幾何学的商φ : U → U/Gを得る．Berkovich
Analytificationには関手性があるため，自然に Berkovich解析空間とし
ての射 φan : Uan → (U/G)anが取れる．このとき，y = φan(x)の center
は φ(p)となる．

3. Main Theorems

こうして，今回の主結果を紹介する準備が整った．以下は筆者の修
士論文において得られた結果である．
まずは今回の最も基礎になる定理である．

Theorem 3.1. kを trivial normを備えた non-Archimedean fieldとし，次
のいずれかが成立するとする．

(1) X = SpecAは k上の affine varietyで，xはA上の multiplicative
normであってA ⊂ Rxを満たす.

(2) X は k上の proper varietyで x ∈ Xanは norm.

H̃ (x) が 剰余体 κ(cX(x))上 体として有限生成ならばある blow-up
π : X ′ → X が存在して次を満たす．

H̃ (x) = κ(cX′(x)).



この定理から，H̃ (x)はある双有理モデルにおける xの centerに対
する剰余体と同一視できることが分かる．

次は，monomial valuationにおける具体計算についての定理である．

Theorem 3.2. x = | · |を多項式環 k[X1, . . . , Xn]上のmonomial valuation
とする.
このとき， H̃ (x)は k上の有理関数体であって，具体的にその生成

元を与えることができる．

非特異な点上のmonomial valuationについても，近似を考えることに
よって，多項式環における上の Theorem 3.2に帰着させることができ，
具体的な生成元に対し適当な blow-upをTheorem 3.1のように取ること
で次の定理を得る．

Theorem 3.3. kを trivial normを備えた non-Archimedean fieldとする．
Xを k上の代数多様体とし，p ∈ Xを非特異な点とする．

このとき，p ∈ X上のmonomial valuation xに対して，H̃ (x)は κ(p)
上の有理関数体であり，具体的に生成元を与えることができる．更に，
ある blow-up π : X ′ → X が存在して次を満たす．

H̃ (x) = κ(cX′(x)).

こうして，非特異な点上のmonomial valuation xに対しては，H̃ (x)
がXの閉部分多様体に関係付けられた．そこで，代数多様体における
有限群による商に関する一般論 ([Muk03]等参照)から，次のことが分
かる．

Theorem 3.4. kを trivial normを備えた non-Archimedean fieldとする．
Xを k上の代数多様体とし，p ∈ Xを非特異な点とする．GをXに作
用する有限群とし，その位数は kの標数と互いに素とする．xを p上の
G-invariant monomial valuationとする．このとき，U を pを含むGの
作用で閉じている affine neighborhoodとし，幾何的商 U → U/Gから
誘導される自然な写像Uan → (U/G)an による x ∈ Uanの像を yとすれ
ば，

H̃ (x)
G

= H̃ (y)

が従う．

このように，基礎体 kを trivial normを備えた体として，いくつかの
結果を見てきた．
最後は基礎体Kを complete DVFとして得られた結果を紹介する．但

し，この付値体Kに対して k̃をその剰余体とするとき，̃kの標数は 0を
仮定する．これは本質的な部分ではないのだが，後述の quasi monomial



valuationを考える際に，特異点解消をする部分があり，それが実行で
きるための条件である．

Xをnonsingular projectiveK-varietyとする．このとき，そのBerkovich
Analytification Xanは代数多様体の退化現象に関する非常に興味深い性
質を持っている．詳細は [BFJ14]に譲るが，x ∈ Xanのクラスとして，
quasi-monomial valuationという性質が定義される．
すると，この quasi-monomial valuation全体はXanの denseな subset

になることが知られている．
最後の定理は，この quasi-monomial valuationに対して，monomial

valuationの場合と同様の性質が成り立つことを主張している．

Theorem 3.5. Kを complete DVFとして，その付値環をRとし，剰余体
を k̃とする．k̃の標数は 0とし，Xを nonsingular projective K-varietyと
する．このとき，quasi monomial valuation x ∈ Xanに対してXのmodel
X が存在して，H̃ (x) = κ(cX (x))を満たす．
ここで，X のmodel X とは，R上有限型の flat integral scheme X で

X ×SpecR SpecK ∼= X となるようなR上 projective normal varietyのこ
とである．

Remark 3.6.
Xのmodelとは，幾何的には 1次元の discへの全射を備えた多様体

であって，その原点を除いた punctured disc上で常にXを fibreとして
持つようなものである．

blow-upなどを考えれば明らかなようにmodelに一意性はない（存在
すれば無数に非自明なものが構成できる）．一方で，XがK上projective
であることからX を閉部分多様体として持つようなK 上の射影空間
PN
Kに対して自明な central fibreの埋め方 PN

K ⊂ PN
R を考えたのちに，そ

の拡張された空間 PN
R でのXの閉包を取ることでmodelの存在は常に

言える．[BFJ14]

Remark 3.7.
上で用いている centerは厳密には今回紹介した centerの定義からは

得られないが，全く同様に，以下の可換図式を考えてValuative criterion
から得られる写像 ϕx,X : SpecRx → X による SpecRxの閉点の像とし
て定義している．

SpecK(X) //

��

X

��
SpecRx

//

φx,X
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