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概要

Branched twist spin とは Pao によって定義された 4 次元球面内の 2 次元ファイバー結び目

であり，ツイストスパン結び目の一般化である. 古典的な結び目に関しては，その補空間の基本

群から有限群への表現を用いた結び目の判定が研究されており，その起こりとして Fox の彩色

による研究が知られている．本稿では branched twist spin の補空間の基本群が持つ性質に着目

し，SL(2,Z3)への表現に関する結果を述べる．

1 Introduction

4 次元球面に滑らかに埋め込まれた 2 次元球面を 2 次元結び目という．2 つの 2 次元結び目 K と

K ′ が同値であるとは，4 次元球面の全同位で結び目が移りあうときをいい，この同値関係を K ∼ K ′

と書くことにする．

2次元結び目の研究は大きくわけて次の２つの方針で進められている．

• 一般の結び目に対する不変量の構成
• 具体的な構成がわかっている結び目の判別

前者に関しては，カンドルを用いた代数的手法やチャートなどを用いた図式的研究が行われている

が，本稿の話では後者の方針での研究なので説明は割愛する．後者に関しては結び目自体がはっき

りわかっているので簡単そうに思えるが，実際はかなり難しい．例えば，2 次元結び目に関しては，

その結び目が自明 (つまり 3 次元球の境界と同値) であるための必要十分条件は知られていない．ま

た，結び目が 2 つの非自明な結び目に分解できないときその結び目を素であるというが，その判別

方法は知られていない．さらに現在までに知られている結び目のクラスは多くなく，まとめると図 1

のように書ける．

歴史的には，非自明な 2 次元結び目の最初の例としてスパン結び目と呼ばれる 2 次元結び目を

Artin が構成した．後に Zeeman によってツイストスパン結び目，Litherland に よって Deformed

スパン結び目が構成された．これらは Artin の構成法を一般化したものであるが，実際に

{スパン結び目 } ⊊ {ツイストスパン結び目 } ⊊ {Deformed スパン結び目 }

というように，真に大きなクラスになっていることが知られている．一方，Pao は S1 作用を用いて

2 次元結び目を構成した (詳細は次章を参照)．この結び目はスパン結び目の一部を除いてファイバー

結び目 (補空間が S1-束の構造をもつ)であり，そのファイバーはスパン結び目やツイストスパン結び



図 1 Examples of 2-knots

目のファイバーと一致することが構成方法からわかる．さらに，Hillman と Plotnick によって 2 次

元ファイバー結び目が branched twist spin であることと， そのモノドロミーが周期的であること

は同値ということを示している [4]．このことから，branched twist spin は 1 次元結び目の トーラ

ス結び目に対応するクラスであり，重要である．Branched twist spin の特徴として，古典的な結び

目と同様に，その結び目群 (補空間の基本群)が必ず非自明な中心を持つことが挙げられる．そこで，

非自明な中心をもつ有限表示群として，SL(2,Z3)への表現を考えることにする．

2 Branched twist spin

この章では branched twist spin の定義とその結び目群の表示の説明をする．

局所滑らかで効果的な S4 上の S1 作用を考える．Em を Zm-タイプの例外軌道全体の集合と

し，F を固定点集合とする．また， E∗
m と F ∗ をそれぞれ Em と F の軌道写像による像とする．

Montgomery と Yang によって，局所滑らかで効果的な S4 上の S1 作用は次の 4つのタイプに分類

できることが知られている；(1) {D3},(2) {S3}, (3) {S3,m}, (4) {(S3,K),m, n} [5]. ここで，D3

や S3 は軌道空間を表す．(4) について， 和集合 E∗
m ∪ E∗

n ∪ F ∗ は軌道空間 S3 の中で 1次元結び

目 K となっていて，En ∪ F は S4 の中で 2次元結び目となっている．(3) については，端点が F ∗

となるような弧 A∗ に対しその逆像と F の和集合が 2次元結び目となっている．これはツイストス

パン結び目と呼ばれる 2次元結び目である．(2) や (3) は (4) の n = 1 もしくは m = 1 の場合であ

ることに留意して，branched twist spin は次のように定義される．

定義 2.1 (Branched twist spin). K を S3 内の 1 次元結び目とする．互いに素な自然数のペア

(m,n) に対し，K の (m,n)-branched twist spin を En ∪ F で定め， Km,n と書くことにする．

また m=0 のとき，K0,1 を K のスパン結び目という．

注意 2.2. 任意の１次元結び目を実現するような S1-作用が存在する [1, 6]．

結び目群の表示を得るため，S4 の S1-作用による分解について説明する．K = E∗
m ∪ E∗

n ∪ F ∗

に対し N(K) を K のコンパクトな管状近傍とする．このとき，軌道空間 S3 は次のように分解で



きる．
S3 = (D3∗

1 ⊔D3∗
2 ) ∪ (Ec∗

n ×D2) ∪ (Ec∗
m ×D2) ∪X. (2.1)

ここで X は S3 \ intN(K)，D3∗
1 ⊔ D3∗

2 は F ∗ はコンパクトな近傍，Ec∗
m と Ec∗

n はそれぞれ

Ec∗
m ⊂ E∗

m，Ec∗
n ⊂ E∗

n となるような K \ int(D3∗
1 ∪D3∗

2 ) 内の部分集合である (図 2を見よ)．この

図 2 Decomposition of N(K)

分解を用いて S4 を次のように分解する．軌道写像 p : S4 → S3 に対し，H2(X;Z) = 0 なので，

p−1(X) は X × S1 であり，p|X×S1 : X × S1 → X は第一成分への射影である．次に p−1(D3∗
i ) の

linear slice は 4次元球体であるので，これを B4
i とおく．ある点 z∗m ∈ Ec∗

m に対し，D2∗
z∗
m
を z∗m を

中心とし，Ec∗
m と横断的な円盤とする．このとき，p

−1(D2∗
z∗
m
) はコアにのみ Zm-タイプの例外軌道を

もつソリッドトーラス Vm である．同様にして，ある点 z∗n ∈ Ec∗
n に対し，D2∗

z∗
n
を z∗n を中心とし，

Ec∗
n と横断的な円盤とする．このとき，p−1(D2∗

z∗
n
) はコアにのみ Zn-タイプの例外軌道をもつソリッ

ドトーラス Vn である．よって S4 は 5つの連結なピースに分解される：

S4 ∼= (B4
1 ∪B4

2) ∪ (∂D2
m × Ec∗

n ×D2
n) ∪ (D2

m × Ec∗
m × ∂D2

n) ∪ (X × S1).

それぞれのピースに S4 の向きから定まる座標を定め，ファンカンペンの定理を用いると結び目群

は次のような表示を持つことがわかる：

π1(S
4 \ intN(Km,n)) ∼= π1(X × S1) ∗ π1(D

2
m × Ec∗

m × ∂D2
n)

∼= ⟨x1, . . . , xl, h | r1, . . . , rl, xihx
−1
i h−1, xm

1 hβ⟩

ここで，⟨x1, . . . , xl | r1, . . . , rl⟩ は Wirtinger 表示と呼ばれる古典的な結び目の結び目群に対する表

示で，図 3のような生成元と関係式を用いて構成できる．また，β は nβ ≡ 1 (modm) を満たす整

数である．この β は上記のピースの貼り合わせが一意ではなく，D2
m ×Ec∗

m × ∂D2
n のメリディアン

分の自由度があるために現れる．上の群表示を見るとすぐにわかるように h は結び目群の非自明な

中心である．

3 主定理

１章でも述べたように 2次元結び目の分類はほとんどなされておらず，branched twist spin だけ

でも現在までの研究では区別不能なケースは無数に存在する．

現在までに知られている branched twist spin の分類に対する結果は以下の 3つである．



図 3 Wirtinger 表示

定理 3.1 (Plotnick [7]). K を非自明なトーラス結び目または双曲結び目とする．このとき，m ≥ 3

かつ m > n であればKm,n は非自明である．

定理 3.2 (F.[2]). 2つの branched twist spin Km1,n1

1 ,Km2,n2

2 が異なるための十分条件は以下の２

つである；

• m1,m2 がともに偶数で， |∆K1
(−1)| ̸= |∆K2

(−1)|
• m1 が偶数，m2 が奇数で， |∆K1(−1)| ̸= 1

定理 3.3 (F. [3]). K を非自明な結び目とし，m を奇数とする．このときKm,n ∼/ Km,m+n.

SL(2,Z3) は群表示として次の表示を持つ；

⟨a, b, c | a3 = b3 = c2 = abc⟩.

これは 三角群の２重被覆に対応する binary 三角群 Γ(p, q, r)と呼ばれるものの特殊な例 (p = q =

3, r = 2) としての群表示である．関係子から明らかに abc は群の中心であり，実際に位数が２の非

自明な元であることが確かめられる．２章で branched twist spin の結び目群表示は

⟨x1, . . . , xl, h | r1, . . . , rl, xihx
−1
i h−1, xm

1 hβ⟩

として与えられており，以下では表現 ρ : ⟨x1, . . . , xl, h | r1, . . . , rl, xihx
−1
i h−1, xm

1 hβ⟩ →
⟨a, b, c | a3 = b3 = c2 = abc⟩ のうち， ρ(h) = abc となるものを考える．この ρ は次を満たす．

定理 3.4. 非自明な branched twist spin Km,n に対し上記の SL(2,Z3)-表現 ρの数は

• m が 4 の倍数ならば 0つ

• m が偶数かつ 4 の倍数でないならば 6つ

• m が奇数かつ 3 の倍数でないならば 1つ

注意 3.5. 定理 3.4 において m が奇数かつ 3の倍数であるときは ρ の個数は K に依存する．これ

は Z3 の位数が 3 であることに由来しており， 一般に 素数 p に対して SL(2,Zp)-表現を考えると

p の倍数のときの表現の個数は K に依存する．しかしどういった K の幾何学的性質が反映されて

いるかはまだわかっていない．
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