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概要

ある種の結び目に対して，ある条件をみたすアレクサンダーカンドルを用いたカンドル（シャ

ドー）コサイクル不変量からヴァシリエフ不変量が導かれることを証明する. [1]で述べた定理を

より一般的にしたものである．詳細は論文 [2]を参照してほしい．

1 導入

円周 S1 の 3次元ユークリッド空間 R3 に滑らかに埋め込んだ像を結び目という．l 個の円周の非

交和を R3 に滑らかに埋め込んだ像を l 成分の絡み目という．とくに，1成分の絡み目が結び目であ

る．ひもが自己交差しないように連続変形してうつりあう結び目は同じ結び目とみなす．このとき，

2つの結び目はイソトピックという．イソトピックな結び目がイソトピックであることを証明するに

は変形の過程を具体的に示して見せればよい．一方，イソトピックでないことを示すときには不変量

を用いる．ここで，
写像 I : {結び目（絡み目）} → (ある集合)

が，イソトピックな結び目（絡み目）K，K ′ について I(K) = I(K ′)をみたすとき，I を結び目（絡

み目）のイソトピー不変量という．

結び目（絡み目）を射影 R3 → R2 により平面 R2 に射影して線が交差しているところに上下をつ

けたものを結び目（絡み目）の図式という．K，K ′ を結び目（絡み目）とし，D，D′ をそれらの図

式とするとき，K と K ′ がイソトッピクであることの必要十分条件は，D に次のライデマイスター

移動 R1，R2，R3（図 1）と図式のイソトピーを有限回ほどこして D′ がえられることである．
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図 1 ライデマイスター移動 R1，R2，R3

様々な不変量があるなかで，本文ではカンドルとよばれる代数系をもちいたカンドル（シャドー）

コサイクル不変量と組みひも群からつくられるオペレータ不変量を紹介する．オペレータ不変量から

はジョーンズ多項式とよばれる結び目（絡み目）の不変量を導くことができ，ジョーンズ多項式から

ヴァシリエフ不変量が導けることを証明する．次に，オペレータ不変量からカンドル（シャドー）コ



サイクル不変量が導くことができることを紹介する．最後に，最新の結果としてアレクサンダーカン

ドルをもちいたカンドル（シャドー）コサイクル不変量からヴァシリエフ不変量が導ける例があるこ

とを証明する．これらの不変量の間の関係をまとめると以下の図 2のようになる．本文の詳細につい

ては論文 [2]を参照してほしい．
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図 2

ここで，すべての結び目に対して、すべてのアレクサンダーカンドルをもちいたカンドル（シャドー）

コサイクル不変量からヴァシリエフ不変量が導けるわけではない．ヴァシリエフ不変量が導けない

「例外の結び目」と「例外のアレクサンダーカンドルをもちいたカンドル（シャドー）コサイクル不

変量」が存在することは分かっている．ヴァシリエフ不変量が導ける結び目はアレクサンダー多項式

とよばれる多項式不変量の零点が，複素平面上の単位円周上にあることが必要条件である．

2 カンドルとカンドル（シャドー）コサイクル不変量

集合 X と X の 2項演算 ∗が次の 3つの公理を満たすとき (X, ∗)をカンドルという．

(i) 任意の a ∈ X に対して, a ∗ a = aが成り立つ．

(ii) 任意の a, b ∈ X に対して, a = c ∗ bをみたす c ∈ X がただ 1つ存在する.

(iii) 任意の a, b, c ∈ X に対して, (a ∗ b) ∗ c = (a ∗ c) ∗ (b ∗ c)が成り立つ．

例えば，ローラン多項式環 Z[ζ±] とそのイデアル J について商加群 Z[ζ±]/J の可逆な元を ω ∈
Z[ζ±]/J とする．このとき任意の x, y ∈ Z[ζ±]/J に対して，x ∗ y = ωx+ (1− ω)y で 2項演算を定

めることによりできるカンドル (Z[ζ±]/J, ω)をアレクサンダーカンドルという．有向結び目 K とそ

の図式 D を考える．A(D)を図式 D の弧の連結成分全体の集合とする．写像 C : A(D) → X が図

式の全ての交点で C(γ1) ∗ C(γ2) = C(γ3)をみたすとき C を結び目図式 D の X 彩色という．ただ

し，γ2 は γ1 と γ3 の上の弧であり，γ1 は γ2 の右側の弧である（図 3）．

図 3 Coloring of crossings



D の X 彩色の個数は結び目K の不変量となり X 彩色数とよばれる [9]．

カンドルには群と同様にホモロジー群とコホモロジー群が定義出来る [5]．Aを有限群として，写

像 Xn → Aの全体からなるアーベル群を Cn(X;A)とかく．さらに，コチェイン群 Cn
Q(X;A)を以

下のように定義する．

Cn
Q(X;A) := { f ∈ Cn(X;A) | f(x1, . . . , xn) = 0whenxi = xi+1 for some i} .

さらに n ≥ 1に対して, 双対境界作用素 δn : Cn
Q(X;A) −→ Cn+1

Q (X;A)を以下のように定義する．

δn(f)(x1, . . . , xn+1) :=

n+1∑
i=2

(−1)i
(
f(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn+1)

− f(x1 ∗ xi, . . . , xi−1 ∗ xi, xi+1, . . . , xn+1)
)
.

δn+1 ◦ δn = 0がわかり，n次カンドルコホモロジー群が

Hn
Q(X;A) :=

Kerδn
Imδn−1

と定義される．

次に X 彩色とカンドルコホモロジー群をつかってカンドル（シャドー）コサイクル不変量を定義

する [5, 6]．有向結び目K とその図式 D を考える．図式 D の X 彩色 C が与えられているとき，D

の各交点の重みを

W

( )
= f(x, y) ∈ A

W

( )
= f(x, y)−1 ∈ A

で定める．ここで f は 2次コサイクルである．さらに，すべての交点 xの重みの積とすべての D の

X 彩色 C に対して和をとったものを

Φf (D) =
∑
C

∏
x

Wf (x;C) ∈ Z[A]

とおく．Z[A]は Aの群環である．Φf (D)は図式 D のライデマイスター移動で不変であり，よって

K の不変量である．これを K のカンドルコサイクル不変量といい，Φf (K)とかく．カンドル X と

有向結び目の図式 D について，D の X 彩色を拡張する写像 C : A(D) ⊔ {D の領域 } → X が図式

の各交点で図 3の関係をみたし，図式の各辺で

図 4 Boxes indicate the colorings of regions



の関係をみたすとき，C を結び目図式DのシャドーX 彩色という．A(D)の彩色が先に与えられる

と，ある 1 つの領域（たとえば，非有界領域）の彩色を与えるとその他のすべての領域の彩色はた

だ 1つに整合性をもって定まることに注意する．有向結び目 K とその図式 D を考える．図式 D の

シャドー X 彩色 C が与えられているとき，D の各交点の重みを

W

( )
= ϕ(z, x, y) ∈ A

W

( )
= ϕ(z, x, y)−1 ∈ A

で定める．ここで ϕは 3次コサイクルである．さらに，すべての交点 xの重みの積とすべての D の

シャドー X 彩色 C に対して和をとったものを

Φϕ(D) =
∑
C

∏
x

Wϕ(x;C) ∈ Z[A]

とおく．Φϕ(D)は図式 D のライデマイスター移動で不変であり，よって K の不変量である．これ

をK のカンドルシャドーコサイクル不変量といい，Φϕ(K)とかく．

3 組みひも群の表現と絡み目の不変量

R2 × [0, 1]に n本のひもを端点が {0, 1, . . . , n}× {0}× {0, 1}となり，高さ関数に関して単調にな
るように埋め込んだ像を n本の組みひもという. n本の組みひものイソトピー類全体の集合は、組み

ひもを縦に連結する操作を積とみなして群となる．この群を Bn と書き、組みひも群という．

Bn = ⟨σ1, . . . , σn−1 | σiσj = σjσi(|i− j| ≥ 2) σiσi+1σi = σi+1σiσi+1⟩

と群表示されることが知られている．組みひもの上端と下端の点を順番につなぐことで有向絡み目

がえられる．この有向絡み目をその組みひもの閉包という．以下の定理はアレクサンダーの定理と

いう．

Theorem 3.1 ([3]). 任意の絡み目は，ある組みひもの閉包として表せる．

組みひも群の表現 ψn : Bn → End(V ⊗n)を

ψn(σi) = (idV )
⊗i−1 ⊗R⊗ (idV )

⊗n−i−1

と定める．このとき Rが満たすべき条件は

(R× idV )(idV ⊗R)(R⊗ idV ) = (idV ⊗R)(R⊗ idV )(idV ⊗R)

である．この等式をヤン－バクスター方程式といい，その解を R 行列という [10, 11]．有限次元ベ

クトル空間 V1，V2 に対して，trace2 は V2 の縮約である．例えば，基底が e0, e1 をもつ 2 次元ベ



クトル空間 V1，V2 で，V1 ⊗ V2 の基底を {e0 ⊗ e0, e0 ⊗ e1, e1 ⊗ e0, e1 ⊗ e1} に関して，線型写像
R ∈ End(V1 ⊗ V2)が

R =


R00

00 R00
01 R00

10 R00
11

R01
00 R01

01 R01
10 R01

11

R10
00 R10

01 R10
10 R10

11

R11
00 R11

01 R11
10 R11

11


のように表示されているとき，trace2(R)は

trace2(R) =

(
R00

00 +R01
01 R00

10 +R01
11

R10
00 +R11

01 R10
10 +R11

11

)
のように行列表示される．

Theorem 3.2 (chap.I [20] and chap.X [12]). Lを有向絡み目とし，b ∈ Bn をその閉包が Lにイ

ソトピックであるような組みひもとする．Rを R行列とし，h ∈ End(V )が

trace2((idV ⊗ h) ·R±) = idV

R · (h⊗ h) = (h⊗ h) ·R

を満たす線型写像とする．このとき，trace(h⊗n · ψ(b))は Lのイソトピー不変量になる．

Example 3.3 (Jones, V.F.R.).

R =


q−1/2 0 0 0
0 0 q−1 0
0 q−1 q−1/2 − q−3/2 0
0 0 0 q−1/2


h =

(
q1/2 0
0 q−1/2

)
とすると trace(h⊗n · ψ(b))はジョーンズ多項式とよばれる不変量になる．

Example 3.4 ([17],[19]).

Rxy
x′y′ =

{
f(x, y), (when x′ = y and y′ = x ∗ y),
0, (otherwise).

(1)

のような行列成分をもつ R 行列から結び目の不変量をつくるとカンドルコサイクル不変量が構成さ

れる．

4 ヴァシリエフ不変量とカンドル（シャドー）コサイクル不変量の

関係

次にヴァシリエフ不変量を定義する．有向結び目のイソトピー類の全体によってはられる C上ベ
クトル空間を Kとする．S1 の R3 へのはめ込みでその特異点が横断的な 2重点であるようなものを

特異結び目という．特異結び目に対して，その各 2重点を



図 5 Singular point.

のように線型的に解消することにより，特異結び目を K の元とみなす．d個の 2重点をもつよう

な特異結び目がはる Kの部分ベクトル空間を Kd とする．Kd は Kのフィルトレーション

K = K0 ⊃ K1 ⊃ · · · ⊃ Kd ⊃ · · ·

を定めている．B をアーベル群として，Kd+1 に制限すると 0写像になる線型写像 K → B を d次の

ヴァシリエフ不変量という [7, 8, 21]．

Theorem 4.1 ([4]). 結び目K に対して，例 3.3の不変量に q = eℏ を代入してマクローリン展開し

たときの ℏd の係数はK の d次のヴァシリエフ不変量である．

Proof. 例 3.3 の不変量を線型的に K に拡張すると，2 重点に対する線型写像は R − R−1 で与え

られる．ℏ = 0 のとき R = R−1 となるので R − R−1 の行列成分は C[[ℏ]] において ℏ で割り切れ
る．ψ(b) は R 行列の積をとって構成されるので，d + 1 個の 2 重点をもつ特異結び目 K に対して

trace(h⊗n · ψ(b))は ℏd+1 で割り切れる．特に ℏd の係数は 0である．

p を素数，m を正の整数，q = pm として Fq を位数 q の有限体とする．また，χ を整数環の元，

a，bを正の整数，ℏを 2π
√
−1χ/apとする．カンドルコサイクル不変量 Φf (K)またはカンドルシャ

ドーコサイクル不変量 Φϕ(K)の t，ω にそれぞれ eaℏ，ebℏ を代入してマクローリン展開することを

考える．Φϕ(K)|t=eaℏ,ω=ebℏ =
∑∞

d=0 ud(K)ℏd とすると ud(K) は K から一意には定まらない．さ

らに，Z[Fq]は完備な空間ではないためこの等号は成立しない．

Theorem 4.2. (d!ud(L) mod p) ∈ Z/pZ の値は Φϕ(K) から一意に定まる．

Proof. 任意の n ∈ Zに体して，n = kp+ iをみたす k ∈ Z と 整数 0 ≤ i < p が存在する．

tkp+i|t=eaℏ =

∞∑
d=0

1

d!
(kp+ i)d(aℏ)d ≡

∞∑
d=0

1

d!
id(aℏ)d = ti|t=eaℏ，

が成り立つので (d!ud(K) mod p) ∈ Z/pZは Φϕ(K)から一意に定まる．

よって，次の注意と定理をえる．

Remark 4.3. t = eaℏ の ‘代入して展開する’とは環準同型 Z[Fq] ∼= Z[t]/(tp − 1, g(t)) → Z/pZ[[ℏ]]
で eaℏ 7→ 0!u0(K) + 1!u1(K)ℏ+ 2!u2(K)ℏ2 + · · · で定める．ここで，g(t)は Fq

∼= Fp[t]/(g(t))か

つ g(eaℏ) = 0をみたす多項式でであり，ud(K)は d次式の係数の和である．

Theorem 4.4. A を Fq，J を Z[ζ±] の任意のイデアル，ω を可逆な Z[ζ±]/J の元，
f ∈ H2

Q((Z[ζ±]/J, ω);Fq) を ω をパラメータとするアレクサンダーカンドル (Z[ζ±]/J, ω) の



2次コサイクルとする．

Φf (K) ∈ Z[Fq] ∼= Z[t]/(tp − 1, g(t), h1(ω), . . . , hℓ(ω)),

に t = eaℏ，ω = ebℏ を代入する．ここで g(t) は Fq
∼= Fp[t]/(g(t)) をみたす多項式であり，

h1(ω), . . . , hℓ(ω)は K を彩色することによりあらわれる ω の関係式であり，h1(ω), . . . , hℓ(ω) ∈ Fq

である．g(eaℏ) = h1(e
bℏ) = · · · = hℓ(e

bℏ) = 0をみたす正の整数 a，bが存在するとする．このとき

次の級数

Φf (K)|t=eaℏ,ω=ebℏ 7→
∞∑
d=0

d!ud(K)ℏd ∈ Z/pZ[[ℏ]]

がえられる．このとき，(d!ud(K) mod p) ∈ Z/pZはK の d次のヴァシリエフ不変量である．

Proof. 式 (1)から R行列の行列成分は

Rxy
x′y′ =

{
tf(x,y), (when x′ = y and y′ = ωx+ (1− ω)y),

0, (otherwise).

となっている．ℏ = 0のとき x′ = y かつ y′ = xとなるので R行列の行列成分 Rxy
yx は 1である．ま

た，R行列の逆行列の行列成分 R−1yx
xy は 1である．次に xと y，x′ と y′ を入れかえた成分は

Ryx
y′x′ =

{
tf(y,x), (when y′ = x and x′ = ωy + (1− ω)x),

0, (otherwise).

となっている．ℏ = 0のとき y′ = xかつ x′ = y となるので R行列の行列成分 Ryx
xy は 1である．ま

た，R行列の逆行列の行列成分 R−1xy
yx は 1である．よって，R = R−1 となるので，R − R−1 の行

列成分は ℏで割り切れる．Φf (K)は R行列の積をとって構成されるので，d+ 1個の 2重点をもつ

特異結び目 K に対して Φf (K)は ℏd+1 で割り切れる．特に ℏd の係数は 0である．さらに，前述の

一意性から (d!ud(K) mod p) ∈ Z/pZはK の d次のヴァシリエフ不変量である．

Theorem 4.5. 記号は定理 4.4と同様で，ϕ ∈ H3
Q((Z[ζ±]/J, ω);Fq)を ω をパラメータとするアレ

クサンダーカンドル (Z[ζ±]/J, ω)の 3次コサイクルとする．また，

Φϕ(K)|t=eaℏ,ω=ebℏ 7→
∞∑
d=0

d!ud(K)ℏd ∈ Z/pZ[[ℏ]]

とする．このとき，(d!ud(K) mod p) ∈ Z/pZはK の d次のヴァシリエフ不変量である．

Remark 4.6. カンドル（シャドー）コサイクル不変量とヴァシリエフ不変量は相性が良くない．な

ぜなら，カンドル（シャドー）コサイクル不変量は値が有界であるがヴァシリエフ不変量は結び目の

交点数が多くなるにつれて値が大きくなるため非有界である．よって，一見するとカンドル（シャ

ドー）コサイクル不変量から導かれるヴァシリエフ不変量はすべて自明な値をとると思われる．しか

し，定理 4.4と定理 4.5で重要なことは Z[ζ±]のイデアル J が任意であることである．J が変わると

ヴァシリエフ不変量の値も変わるのである．つまり，イデアル J の数（無限個）だけヴァシリエフ不

変量は存在する．



Remark 4.7. g(eaℏ) = h1(e
bℏ) = · · · = hℓ(e

bℏ) = 0をみたす正の整数 a，bが存在しなければな

らない．このため，すべての結び目 K に対して，すべてのアレクサンダーカンドルをもちいたカン

ドル（シャドー）コサイクル不変量からヴァシリエフ不変量が導けるわけではない．

Example 4.8. (2, n)-トーラス結び目（n ≡ 0 (mod 3)）についてカンドルシャドーコサイクル不

変量を計算する．H3
Q((Z/pZ, ω);Z) ∼= Z/pZ [16]であり，3次コサイクルは p = 3とした

(x− y)
1

3
(y3 − z3 − (y − z + ω−1z)3 + (ω−1z)3) (mod 3)

であらわされる望月 3次コサイクルである [13, 14, 15]．

Φϕ(K) =3 + 2t
n
3 (1−ω)ω−2

+ t
n
3 (−2+ω−1+ω) + 2t

n
3 (2−ω−1−2ω+2ω2−ω3) + t

n
3 (−2−2ω−2+ω+2ω2+ω3)

∈ Z[t±]/(t3 − 1, ω2 − ω + 1).

に ℏ = π
√
−1χ/3として，t = e2ℏ，ω = eℏ を代入すると

Φϕ(K) 7→ 9 +
20n

3
ℏ2 +

10n

3
ℏ3 +

(22n
9

+
292n2

9

)
ℏ4 +

(5n
18

+
76n2

3

)
ℏ5 (2)

+
1

162
(−45n+ 10194n2 + 13808n3)ℏ6 +

1

108
(−35n+ 4524n2 + 11568n3)ℏ7 +O(ℏ8).

をえるので，0次のヴァシリエフ不変量は 9 ≡ 0 (mod 3)，2次のヴァシリエフ不変量は n/3 (mod 3)

がえられる．このようにして，式 (2) からすべての次数のヴァシリエフ不変量がえられるが，値は

Z/3Zだけしかとりえない弱い不変量である．

以下の定理が知られている．

Theorem 4.9 ([18]). 任意のヴァシリエフ不変量はコンツェビッチ不変量から導かれる．

よって，ヴァシリエフ不変量を導くことができる結び目とカンドル（シャドー）コサイクル不変量

に対してはコンツェビッチ不変量の方が普遍的であることがわかる．しかし，注意 4.7の条件が必要

であり，この条件を満たさない結び目またはカンドル（シャドー）コサイクル不変量が存在すること

がわかっている．よって，コンツェビッチ不変量が任意のアレクサンダーカンドルを用いたカンドル

（シャドー）コサイクル不変量より普遍的であるというのは偽である．
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