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概 要

本レポートでは，量子可積分系として知られる XXZ模型を例にとって，局所物理量の実時間ダイナミクスを
厳密に計算する試みについて紹介する．XXZ模型は，ベーテ仮説法によって系統的に厳密なエネルギー固有状態
が構成される．有限温度の性質については，ストリング仮説を用いた熱力学的ベーテ仮説や，虚時間経路積分の
方法を用いた量子転送行列法による解析がよく知られている．一方，開放端 XXZ鎖は，境界ヤンバクスター方
程式の解を用いた代数的ベーテ仮説により対角化可能である．最近，実時間の量子転送行列法と，境界ヤンバク
スター方程式の手法を合わせ，ある特定の初期状態からの物理量のダイナミクスを厳密に計算する手法が発展し
ている．本レポートでは，これらの研究成果について簡単な解説を試みる．

1 はじめに

実験室内に箱が置かれ，その中に気体が閉じ込めらているとする．気体は最初，温度分布，分子数密度分布が

不均一な非平衡状態にあったとしよう．すると，しばらく観察すれば，気体分子同士の衝突などによる相互作用に

より，数密度は一様となる．また，箱の壁を通して外界と熱的な相互作用することにより，気体の温度分布もまた

室温と同じ値に一様となるであろう．すなわち，系は非平衡な初期状態から平衡状態へと緩和する．従来の平衡

統計力学はこのような平衡状態にある系を解析の対象とし，数々の成功を収め磐石な基盤の元に確立した理論体

系を為している．それに対し，興味ある現象のほとんどは非平衡であるにも関わらず，非平衡統計力学は磐石な

体系化からは程遠いのが現状である．

ここでは簡単のため，外界と相互作用しない孤立した系を考える．量子力学の基本原理により時間発展する孤

立量子系を考えると，通常の意味での緩和は起こらない．ところが，局所的な物理量に注目すると，注目する部分

系にとって周囲の全系が「熱浴」として作用し，その期待値はある値に緩和することが期待される．ミクロな力

学法則により時間発展した後に到達する定常状態が，平衡統計力学の枠組みで記述されるのか，という観点から，

孤立量子系のダイナミクスが近年活発に研究されている．一方，相互作用する量子多体系において，物理量の時間

発展を精度よく計算することは困難を極める．本研究では，厳密計算の可能性を秘めた量子可積分系を取り扱う．

有限自由度のハミルトン力学系の場合，自由度と同じ数の保存量があれば運動方程式は積分可能となり，古典

可積分系と呼ばれる．量子系の場合には，可積分の定義は古典系の場合ほど明確ではない．しかし，厳密に系統

的に対角化可能で無限個の保存量を有した一連の量子多体系が存在し，それを量子可積分系と呼ぶ．本レポート

では，代表的な量子可積分系である XXZ模型を例にとって，量子ダイナミクスの厳密計算の研究を紹介する．

2 XXZ模型とベーテ仮説

2.1 XXZ模型

複素 2 次元ベクトル空間 V = C2 =

{(
α

β

)∣∣∣α, β ∈ C
}
上の Hermite 線形作用素であるスピン Sα : V → V

(α = x, y, z)を

Sx :=
1

2

(
0 1

1 0

)
, Sy :=

1

2

(
0 −i

i 0

)
, Sz :=

1

2

(
1 0

0 −1

)
(2.1)

で定める．行列X,Y に対する交換子積を [X,Y ] := XY − Y X で定める．これらの 2× 2行列は角運動量の交換

関係

[Sx, Sy] = iSz, [Sy, Sz] = iSx, [Sz, Sx] = iSy (2.2)

を満たす．V はひとつのスピン空間を表す．これが，1列に L個並んだ空間，すなわち V を L個テンソル積した

空間 V ⊗L := V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
L 個

を考える．この上の作用素として，Sα
n : V ⊗L → V ⊗L (α = x, y, z)を

Sα
n := 1l⊗ · · · ⊗ 1l︸ ︷︷ ︸

n−1 個

⊗Sα ⊗ 1l⊗ · · · ⊗ 1l︸ ︷︷ ︸
L−n 個

(2.3)



図 1: Yang-Baxter関係式

で定める．ただし，1lは 2× 2の単位行列 1l :=

(
1 0

0 1

)
である．すなわち，Sα

n は，n番目のスピン空間に Sαと

して作用し，その他の空間には恒等演算子として作用する．

1次元スピン 1/2ハイゼンベルク XXZ模型は，1次元格子に並んだ L個のスピン S1,S2, · · · ,SL が最近接で交

換相互作用する模型であり，以下のハミルトニアンで与えられる

HXXZ =
L∑

n=1

(Sx
nS

x
n+1 + Sy

nS
y
n+1 +∆Sz

nS
z
n+1). (2.4)

ただし，周期境界 Sα
L+1 = Sα

1 であるとする．隣同士のスピンの交換相互作用は Sn · Sn+1と内積の形で書けるが，

これを z成分だけ異方性パラメータ∆で歪めたような模型になっている．

2.2 ベーテ仮説

ハミルトニアンHXXZは V ⊗L上の作用素であり，2L × 2Lという巨大行列であるが，ベーテ仮設と呼ばれる方

法により系統的に厳密に対角化される [1, 2, 3]．以下，簡単に流れを記述する．まず，Vj ⊗ Vk(j 番目と k番目の

スピン)上の作用素である R行列を

Rjk(λj , λk) :=


a(λj , λk) 0 0 0

0 b(λj , λk) c(λj , λk) 0

0 c(λj , λk) b(λj , λk) 0

0 0 0 a(λj , λk)

 (2.5)

で定める．ただし，

a(λj , λk) := sinh(λj − λk + η),

b(λj , λk) := sinh(λj − λk),

c(λj , λk) := sinh η (2.6)

であり，ηは

cosh η = ∆ (2.7)

で決まる異方性パラメータである．これは，V1 ⊗ V2 ⊗ V3 上の作用素として，関係式

R12(λ1, λ2)R13(λ1, λ3)R23(λ2, λ3) = R23(λ2, λ3)R13(λ1, λ3)R12(λ1, λ2) (2.8)

を満たす (図 1を参照)．これをYang-Baxter関係式と言う [4, 5, 6]．そして，モノドロミー行列 τ0,12···L(λ|ξ1, · · · , ξL)
を図 2で定義する．具体的に式で書くと，

τ0,12···L(λ|ξ1, · · · , ξL) = R0L(λ, ξL) · · ·R02(λ, ξ2)R01(λ, ξ1) (2.9)



図 2: モノドロミー行列

図 3: Yang-Baxter関係式を次々と適用することによって，両者は等しいことが分かる．

となる．τ0,12···L の下の添え字 0, 12 · · ·Lは，τ0,12···L が空間 V0 ⊗ V1 ⊗ V2 ⊗ · · · ⊗ VL に作用する演算子であるこ

とを表している．次に，転送行列 T を，モノドロミー行列において空間 V0でトレースを取ったもので定義する：

T12···L(λ|ξ1, · · · , ξL) := tr0τ0,12···L(λ|ξ1, · · · , ξL) (2.10)

T12···Lの下の添え字 12 · · ·Lは，T12···Lが空間 V1 ⊗ V2 ⊗ · · · ⊗ VL に作用する演算子であることを表している．こ

こで，空間 V0を補助空間，空間 V1 ⊗ V2 ⊗ · · · ⊗ VLを量子空間という．後者は量子ハミルトニアンHXXZが作用

する空間であることが名前の由来である．すると，Yang-Baxter関係式の帰結として，関係式

R00′(λ, µ)τ0(λ)τ0′(µ) = τ0′(µ)τ0(λ)R00′(λ, µ) (2.11)

が得られ (図 3)，異なるパラメータを持つ転送行列が交換すること

T0(λ)T0′(µ) = tr00′ [τ0(λ)τ0′(µ)]

= tr00′
[
R00′(λ, µ)

−1τ0′(µ)τ0(λ)R00′(λ, µ)
]

= tr00′
[
τ0′(µ)τ0(λ)R00′(λ, µ)R00′(λ, µ)

−1
]

= tr00′ [τ0′(µ)τ0(λ)]

= T0′(µ)T0(λ) (2.12)

が分かる．すなわち，我々は任意パラメータ λを含んだ可換な行列 T0(λ)を得たことになる．これを λで展開す

ることにより，互いに可換な演算子の列を無限個得ることができる．実はその最初の 2つが，運動量とハミルト

ニアンであり，我々はハミルトニアンと互いに可換な演算子，すなわち保存量を無限に得たことになる．ハミルト

ニアンは転送行列を使って

HXXZ =
φ(η)

2

d

dλ
log T (λ)

∣∣∣∣
λ=η/2

(2.13)

と書かれる．

さて，モノドロミー行列 τ0,12···L(λ|ξ1, · · · , ξL)を補助空間 V0で 2× 2の行列で表示して，その 4つの行列要素

を A,B,C,Dと書こう：

τ0,12···L(λ|ξ1, · · · , ξL) =

(
A12···L(λ|ξ1, · · · , ξL) B12···L(λ|ξ1, · · · , ξL)
C12···L(λ|ξ1, · · · , ξL) D12···L(λ|ξ1, · · · , ξL)

)
0

. (2.14)



以下，量子空間の添え字はしばしば省略して A(λ) = A12···L(λ|ξ1, · · · , ξL)等と書く．すると，転送行列 T0(λ) =

A(λ) +D(λ)の固有ベクトルが，
∏N

ℓ=1B(zℓ)|0⟩によって構成されることが示される．より正確に言うと，N 個の
パラメータ z1, · · · , zN がベーテ方程式

L∏
n=1

sinh(zj − ξn + η)

sinh(zj − ξn)
=

N∏
ℓ ̸=j

sinh(zj − zℓ + η)

sinh(zj − zℓ − η)
for j = 1, 2, · · · , N (2.15)

を満たすとき，N 粒子状態
∏N

ℓ=1B(zℓ)|0⟩および ⟨0|
∏N

ℓ=1 C(zℓ)は転送行列 T (λ)の固有ベクトルとなり，固有方

程式は

T (λ)

(
N∏
ℓ=1

B(zℓ)

)
|0⟩ = t(λ)

(
N∏
ℓ=1

B(zℓ)

)
|0⟩,

⟨0|

(
N∏
ℓ=1

C(zℓ)

)
T (λ) = t(λ)⟨0|

(
N∏
ℓ=1

C(zℓ)

)
(2.16)

で与えられる．ただし，固有値を

t(λ) := a(λ)

(
N∏
ℓ=1

f(zℓ, λ)

)
+ d(λ)

(
N∏
ℓ=1

f(λ, zℓ)

)
, (2.17)

a(λ) = a1···L(λ|ξ1, · · · , ξL) =
L∏

n=1

a(λ, ξn), (2.18)

d(λ) = d1···L(λ|ξ1, · · · , ξL) =
L∏

n=1

b(λ, ξn) (2.19)

と書いた．このようにして転送行列が，すなわちハミルトニアンが対角化された．

3 量子ダイナミクスの厳密計算

量子ダイナミクスの最も簡単な例として，ここではロシュミットエコー

⟨Ψ0| exp[−itHXXZ]|Ψ0⟩ (3.1)

を考えよう [7]．すなわち，ある非平衡な初期状態 |Ψ0⟩からスタートし，ユニタリ時間発展作用素 exp[−itHXXZ]

により時間 tだけ発展した後，もとの状態に戻ってくる (エコー)ような確率振幅である. ここで，時間発展を経

路積分表示で

exp[−itHXXZ] = lim
N→∞

(
1− itHXXZ

N

)N

= lim
N→∞

[T0(−itHXXZ sinh η/4N)T0(−η + itHXXZ sinh η/4N)]N

sinh(η − itHXXZ sinh η/4N)2LN
(3.2)

と表そう．すると，実時間の量子転送行列法により，ロシュミットエコーは

⟨Ψ0| exp[−iHXXZt]|Ψ0⟩ = lim
N→∞

trT L/2, T :=
⟨ψ0|TQTM(0)⊗ TQTM(0)|ψ0⟩

sinh(η − itHXXZ sinh η/4N)2LN
(3.3)

と書かれる．ただし，初期状態 |Ψ0⟩は 2スピンのテンソル積 |Ψ0⟩ = (|ψ0⟩)⊗L/2 で書けるとし，TQTM は量子転

送行列 (Quantum Transfer Matrix)

TQTM(u) : = R2N,0(u− itHXXZ sinh η/4N)R2N−1,0(u+ itHXXZ sinh η/4N − η) · · ·

×R2,0(u− itHXXZ sinh η/4N)R1,0(u+ itHXXZ sinh η/4N − η) (3.4)

である．行列 T の対角化は，境界 Yang-Baxter方程式 [8, 9]

R12(λ1 − λ2)K1(λ1)R12(λ1 + λ2)K2(λ2) = K2(λ2)R12(λ1 + λ2)K1(λ1)R12(λ1 − λ2) (3.5)



と境界転送行列

T (u) = tr0{K1(u)T1(u)K2(u)T2(u)} (3.6)

により行うことができる．ただし，Kj(u)は境界反射行列であり，初期状態 |ψ0⟩ごとに選ばれる．以上の方法に
より，ロシュミットエコーの計算が，境界転送行列の最大固有値の計算に帰着した．考える初期状態ごとにこの計

算が実行出来れば，厳密なロシュミットエコーが得られることになる．

4 まとめ

本レポートではまず，XXZ模型のベーテ仮説による厳密解を紹介した．その後，量子転送行列法と境界 Yang-

Baxter関係式を合わせた手法によるロシュミットエコーの計算方法を簡単に紹介した．ロシュミットエコーに関

しては長時間の具体的計算も含めて急速に研究が進展している [7]が，相関関数の時間発展に関しては全くの手付

かずであり，今後の重要な研究課題として残されている [10]．
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