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概 要

ショウジョウバエの視覚中枢形成時には，神経上皮細胞から神経幹細胞への分化が波のように伝
搬していく現象が観察されており，記述する数理モデルの 1つとして合成積を用いた数理モデルが
提案されている．これまでの数理モデルは技術的困難もあり平面上でのみ考察されてきたが,実際の
ショウジョウバエの視覚中枢系は球面上に配置されていると考えられることから, 本講演ではより現
実的な問題を考えるために球面上における数値計算法を説明し，現象の再現を試みる．

1 はじめに

ショウジョウバエは人間と脳の構造が類似しており，遺伝子操作が簡単であることから，
生物学的実験に良く用いられる．生物の脳の神経の構造や発生機構の解明においても，ショ
ウジョウバエを用いた研究は数多くの重要な知見を生み出してきた．その中で，ショウジョ
ウバエの視覚中枢形成時に，神経上皮細胞から神経幹細胞への分化が波のように伝搬してい
く現象が観察されている．この現象は proneural wave（以降，PW）と呼ばれ，人間の脳の
形成過程を理解する上で重要な現象である [3, 9]．2016年，佐藤らにより平面上において連
続系と離散系を組み合わせた PWの数理モデルが提案され，得られていた実験結果と比較
して再現度が良いことが報告された [4, 7, 8]．また，離散部分が含まれる数理モデルでは現
象やパターンの形成機構を解析的に調べるには困難なことが多いため，現在では離散系を合
成積を用いることで連続化した数理モデルが提案されている [6]．
これまでの数理モデルは技術的困難もあり，平面上でのみ考察されてきた．しかし，ショ

ウジョウバエの視覚中枢系は球面上に配置されていると考えられることから，より現実的な
数理モデルを構成するためには球面上で考えるのが妥当であり，球面上で数値計算する方法
を考える必要があった．2018年，Slevinskyらは固有値・固有関数を用いるスペクトル法を
用いて，球面上の合成積を含めた反応拡散方程式が数値計算できることを示した [1, 5]．こ
れにより，球面上における PWの数理モデルの数値計算が可能になった．
本稿では球面上での数値計算法の 1つとして，上記のスペクトル法について言及し，第 2

章においてスペクトル法に関するアイデアを紹介する．また，第 3章では球面上における合
成積を数値計算する方法について説明する．さらに一例として，第 4章では PWに関する
数理モデルについて説明し，球面上における数値計算結果を示す．

2 球面上のスペクトル法について

この節では単位球面 S2上での拡散方程式を例にとり，スペクトル法について説明する．

(1)
∂u

∂t
= ∆S2u in S2
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を考える．ただし，x ∈ S2は球面座標系 (λ，θ) ∈ (−1，1)×(0，2π)を用いて，x = (
√
1− λ2 cos θ，√

1− λ2 sin θ，λ)と表すことにする．このとき，S2上のラプラス・ベルトラミ作用素∆S2 は
以下のように表される：

∆S2u =
1

1− λ2

∂2u

∂θ2
+

∂

∂λ

{
(1− λ2)

∂u

∂λ

}
．

作用素∆S2 の固有関数として球面調和関数 Y m
l = Y m

l (λ，θ)（l = 0，1，2 · · ·，|m| ≤ l）が知ら
れており，本稿では以下のように定める．

Y m
l (λ，θ) :=

C
|m|
l√
2π

eimθP
|m|
l (λ)，　

Pm
l (λ) :=

1

2ll!
(1− λ2)m/2 dm+l

dλm+l

[
(λ2 − 1)l

]
， (m ≥ 0)，

Cm
l :=

√(
l +

1

2

)
(l −m)!

(l +m)!
， (m ≥ 0)．

Pm
l (λ)はルジャンドル陪関数と呼ばれる特殊関数であり，Cm

l はCm
l :=

(
||Pm

l ||L2(−1,1)

)−1/2

を満たす定数である．球面調和関数について，以下の性質が知られている．

命題 2.1. (∆S2 と Y m
l の関係 ) [1]

・ ∆S2Y
m
l = −l(l + 1)Y m

l ．
・ {Y m

l }は L2(S2)上の完全な正規直交基底である．

この命題より，u(t, x) ∈ L2([0，∞)× S2)を球面調和関数を用いて展開すると

u(t, x) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

uml (t)Y m
l (x) ≃

M∑
l=0

l∑
m=−l

uml (t)Y m
l (x)(2)

と表すことができる．ただし，M は十分大きな自然数であり，uml (t) = ⟨u(t)，Y m
l ⟩L2(S2)で

ある．命題 2.1.より (1)を解くためには，

0 =
∂u

∂t
−∆S2u ≃

M∑
l=0

l∑
m=−l

{
duml
dt

(t) + l(l + 1)uml (t)

}
Y m
l (x)

であることから，(1)は

duml
dt

= −l(l + 1)uml ， (l = 0，1，2 · · ·，M，|m| ≤ l)

を解く問題に帰着される．このように適切な固有関数系が存在すれば，偏微分方程式を解く
問題が常微分方程式を解く問題に簡略化することができる．これがスペクトル法の特徴の 1

つである．

3 球面上における積分核の数値計算について

この章では，以下の発展方程式を数値計算する方法について紹介する：

du

dt
= K ∗S2 u :=

∫
S2
K(|x− y|)u(y)dΩ(y)．(3)

ただし，| · |は 3次元ユークリッド距離であり，K：[0，2] → R，K(
√

2(1− ·)) ∈ L1(−1, 1)，
dΩは S2上の測度とする．まず，ルジャンドル多項式 Pl(x) = P 0

l (x)と球面調和関数との関
係について紹介し，(3)をスペクトル法で計算する方法について説明する．



3.1 球面調和関数の性質

球面調和関数には次の加法定理と呼ばれる性質が知られている．

定理 3.1. （球面調和関数の加法定理）[1]

(4) Pl(x · y) = 4π

2l + 1

l∑
k=−l

Y k
l (x)Y

k
l (y)，（x，y ∈ S2）

ただし，x · yは 3次元ユークリッド内積とする．

(4)を用いることで，l ≥ 0，|m| ≤ l，x ∈ S2について

Y m
l (x) =

l∑
k=−l

⟨
Y m
l ，Y

k
l

⟩
L2(S2)

Y k
l (x)

=
l∑

k=−l

∫
S2
Y m
l (y)Y k

l (x)Y
k
l (y)dΩ(y)

=

∫
S2
Y m
l (y)

(
l∑

k=−l

Y k
l (x)Y

k
l (y)

)
dΩ(y)

=
2l + 1

4π

∫
S2
Y m
l (y)Pl(x · y)dΩ(y)

となる．したがって，

(5) Y m
l (x) =

2l + 1

4π

∫
S2
Y m
l (y)Pl(x · y)dΩ(y)

を得る．(5)は球面調和関数の積分表示として知られている．最後にルジャンドル多項式に
関して，以下の Func-Heckeの公式が知られている．

定理 3.2. (Func-Heckeの公式 ) [1]

f ∈ L1(−1，1)とする．このとき，

(6)

∫
S2
f(x · z)Pl(y · z)dΩ(z) = 2πβlPl(x · y),

ただし，βl =
∫ 1
−1 f(t)Pl(t)dtである．

3.2 合成積のスペクトル法

合成積を含む発展方程式について，スペクトル法を適用する方法について説明する．
x，y ∈ S2のとき，|x− y|2 = |x|2− 2x · y+ |y|2 = 2(1−x · y)であることから，K̃(x · y) :=

K(|x− y|) = K(
√

2(1− x · y))と定める．このとき，(5)を使うと∫
S2
K(|x− y|)Y m

l (y)dΩ(y) =

∫
S2
K̃(x · y)Y m

l (y)dΩ(y)

=
2l + 1

4π

∫
S2
K̃(x · y)

∫
S2
Y m
l (z)Pl(y · z)dΩ(z)dΩ(y)

となるが，積分の順序交換より，

=
2l + 1

4π

∫
S2
Y m
l (z)

∫
S2
K̃(x · y)Pl(y · z)dΩ(y)dΩ(z)



を得る．ここで，(6)を用いることで，

= 2πβl
2l + 1

4π

∫
S2
Y m
l (z)Pl(x · z)dΩ(z)

= 2πβlY
m
l (x)，

ただし，βl =
∫ 1
−1 K̃(t)Pl(t)dt =

∫ 1
−1K(

√
2(1− t))Pl(t)dtである．したがって，

(7)

∫
S2
K(|x− y|)Y m

l (y)dΩ(y) = 2πβlY
m
l (x)

を得る．これにより，(3)を計算するには (2)より，次の常微分方程式を解く問題に帰着さ
れる．

duml
dt

= 2πβlu
m
l , (l = 0，1，2 · · ·，M，|m| ≤ l)

また，K の情報は βlに含まれていることがわかる．

4 球面上における分化の波の数値計算について

4.1 PWの数理モデル

この節では，PWの数理モデルに関する先行研究を紹介する [4, 6, 8]．近年，生物学的実
験や数理モデルとを組み合わせた研究から，PWにおいて主要な働きを持つシグナルや相互
作用などの伝搬機構が明らかになりつつある [3, 4, 7, 8]．中でも分化を促進する上皮成長因
子（以降，EGF），分化を抑制する Delta/Notchシグナル，分化の度合いを表す転写因子
の AS-Cが主要なものとして挙げられている．EGFは細胞表面において拡散することによ
り遠距離に情報伝達をする機能を持つ．Delta/Notchシグナルは，ある細胞でAS-Cが発現
すると，その周辺の細胞のAS-Cの発現を抑制する機能を持つ．細胞間の相互作用と実験的
に確認されている性質をもとに，2016年に佐藤らによって以下の連続系と離散系を組み合
わせたモデルが提案された [4]．

(8)



∂E

∂t
= de∆E − keE + aeA(A0 −A),

dNi,j

dt
= −knNi,j + dt

∑
(l,m)∈Λi,j

Dl,m − dcNi,jDi,j ,

dDi,j

dt
= −kdDi,j + adAi,j(A0 −Ai,j),

dAi,j

dt
= ea(A0 −Ai,j)max{Ei,j −Ni,j , 0},

x ∈ Ω, t > 0,

ここで，時刻 t > 0で，計算領域は Lx, Ly を正の数として，Ω = [0, Lx] × [0, Ly]であり，
E = E(x, y, t)は EGFの濃度，Ni,j = Ni,j(t)，Di,j = Di,j(t)と Ai,j = Ai,j(t)は，i, j 番
目の細胞領域（Ωを格子上に分割したときの正方領域）における，Notchのシグナル量と
Deltaの発現量，AS-C の発現度とし，de, ke, ae, kn, dt, dc, kd, ad, ea, A0は正定数である．さ
らに，Λi，j は i, j番目の細胞領域に隣接する細胞領域の添え字の集合である．また，添え字
なしの場合の未知変数は，各細胞がもつ値を領域全体へと結合した量，Ei,j は 1つの細胞内
のEの平均の量とする．
(8)は今まで得られた実験結果の再現と整合性があり，さらに新たな現象の存在を示唆し，

それが実験により確認されたことから，非常に再現度の良いモデルであると考えられる．一
方で，ノイズに対しての脆弱性，離散系であることに起因する解析の困難が問題点として挙



げられた．ノイズに対しての脆弱性に関して，実際の細胞内にあるタンパク質 JAK/STAT

にノイズを制御する効果があることから，数理モデルに JAK/STATの効果を加え，よりノ
イズに強いモデルが提案された [7, 8, 9]．一方，連続化を行うためにはN の時間発展に含ま
れる第 2項を空間連続な項にしなければならない．そこで，細胞 1つの直径を hと考え，隣
接する細胞から影響を受けるDeltaの範囲の幅を σと考えることで積分核によって記述でき
る．これにより，以下の 4成分系の連続系の数理モデルが提案されている [6]．

(9)



∂E

∂t
= de∆E − keE + aeA(A0 −A),

dN

dt
= −knN + dtK ∗D − dcND,

dD

dt
= −kdD + adA(A0 −A),

dA

dt
= ea(A0 −A)max{E −N − J, 0}

in Ω

ただし，J = J(x, y)は JAK/STATの濃度であり，外から与えられているものとする．ま
た，積分核K は以下のように定める．

K(x) =

1 x ∈ B(x，h+ σ)\B(x，h)，

0 otherwise．
x ∈ R2

今回は (8)で考えられている問題点を解消した，耐摂動性を有し，連続化されたモデル (9)

を球面上で数値計算する．

図 1: 2次元領域 Ωにおける (9)の Aの数値計算結果．左図から右図にかけて時間発展をしてお
り，赤色が高濃度，青色が低濃度を表す．また，x方向 (左右)は左側が斉次ノイマン条件，右側は
斉次ディリクレ条件，y 方向（上下）は周期境界条件である．パラメーターは de = 2.0, ke = 1.0,
kn = 3.0, dt = 2.0, dc = 0.5, kd = 1.5, ad = 1.0, ea = 10.0，A0 = 1.0, h = 1, σ = 0.25，J ≡ 0と
なっている．(a) ae = 2.0, PWモード．(b) ae = 0.5, ごま塩モード．



4.2 球面上における数値計算結果

以下の方程式の数値計算法について検討する．

∂E

∂t
= de∆rS2E − keE + aeA(A0 −A),

∂N

∂t
= −knN + dtK ∗rS2 D − dcND,

∂D

∂t
= −kdD + adA(A0 −A),

∂A

∂t
= ea(A0 −A)max{E −N − J, 0}

in rS2

ただし，rS2は半径 r > 0の球面，K はK：[0，2r] → Rの関数であり，

K(x) =

1 h < x ≤ h+ σ

0 otherwise

と置く．このとき，

∆rS2 =
1

r2
∆S2，

K ∗rS2 u =

∫
rS2

K(|x− y|)u(y)dΩr(y)

= r2
∫
S2
K(r|x− y|)u(y)dΩ(y)

であるから，Kr(| · |) := K(r| · |)と定めることで，単位球面上での数値計算に帰着する．

(10)



∂E

∂t
=

de
r2

∆rS2E − keE + aeA(A0 −A),

dN

dt
= −knN + dtr

2Kr ∗S2 D − dcND,

dD

dt
= −kdD + adA(A0 −A),

dA

dt
= ea(A0 −A)max{E −N − J, 0},

in S2.

方程式 (10)の空間相互作用は第 1式の EGFの拡散，第 2式のDeltaの合成積の部分だけで
ある．つまりは，E，N の時間発展はスペクトル法で，D，Aの時間発展はオイラー法で計
算すれば十分であることがわかる．すなわち，

E(t, x) =

∞∑
l=0

l∑
m=−l

Em
l (t)Y m

l (x)， N(t, x) =

∞∑
l=0

l∑
m=−l

Nm
l (t)Y m

l (x)

D(t, x) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

Dm
l (t)Y m

l (x)， ND(t, x) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

Sm
l (t)Y m

l (x)

A(A0 −A)(t, x) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

Fm
l (t)Y m

l (x)，

とおくことにより，(10)の第 1式，第 2式は各時間ステップにおいて以下の常微分方程式を
解く問題に帰着される．

(11)


dEm

l

dt
= −

{
de
r2

l(l + 1) + ke

}
Em

l + aeF
m
l ,

dNm
l

dt
= −knN

m
l + 2πβldtr

2Dm
l − dcS

m
l



ただし，βl =
∫ 1
−1Kr(

√
2(1− t))Pl(t)dtである．実際に数値計算をすることにより，(図 1)

と同様のパターンを球面上でも再現できていることがわかる．（図 2）

5 まとめと展望

第 2章，第 3章では球面上のスペクトル法について，簡易的な例で議論を行ったが，球面
調和関数の性質を用いることで，合成積を含む反応拡散方程式でも数値計算可能であるこ
とがわかる．これにより，多くのモデルが球面上で数値計算可能となり，その一例として第
4章で分化の波のモデルを数値計算し，今までの結果と整合性があることを示した．実際の
ショウジョウバエの視覚中枢は球面であると考えられることから，より現象に近いモデルを
考えられるようになったといえる．
一方，実現象では細胞分裂することにより，初期の視覚中枢と終期の視覚中枢は約 5倍ほ

どサイズが変わるため，視覚中枢の大きさにより PWが曲率の影響を受けることが予想さ
れる．このことから，球面の半径が時間発展するような数値計算方法について考察し，実現
象に示唆を与えるものについて考えていきたい．また，PWは半球面で観察されていること
から，より実験結果に合わせたモデルにするために，境界条件を課したうえで半球面上にお
ける数値計算を行いたい．

図 2: S2 における (10)の Aの数値計算結果．左図から右図にかけて時間発展をしており，赤色が
高濃度，青色が低濃度を表す．パラメーターは de = 2.0, ke = 1.0, kn = 3.0，dt = 1.0, dc = 0.5,
kd = 1.5, ad = 1.0, ea = 10.0，A0 = 1.0, h = 2, σ = 0.5，r = 10.0，J ≡ 1.0× 10−3 として与えて
いる．(a) ae = 5.0，PWモード．(b) ae = 0.5, ごま塩モード．
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