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1 序

このポスター発表では TRと呼ばれる環スペクトラムのホモロジー論を使った代数的 K 群の計算

を紹介する。本稿では他分野あるいは初学者の方が読まれる事を想定し、発表内容とは必ずしも直接

的に関連しないものも含めて基礎的な事実や有名な定理をいくつか紹介する。またこの分野に興味を

持たれた方の便宜のためにやや多めに参考文献を引くことにする。

スペクトラムとは基点付き空間の列のようなものであり、スペクトラムの圏は対称モノイダル構造

を持っている（この辺りの話は [28]、[29]、[23]などがまとまっていると思う）。各次元の球面よりな

る球面スペクトラム Sは特に重要で、その対称モノイダル構造の単位対象にもなっている。この対称
モノイダル構造におけるモノイド対象のことを環スペクトラムと呼ぶ。Eilenberg-MacLane空間を

使うと、加法群のなす圏からスペクトラムのなす圏に関手が構成できるが、それは環の圏から環スペ

クトラムの圏への関手を誘導する。つまりこの意味で、イニシャルな環 Zはイニシャルな環スペク
トラム S上の代数とみなされる。基礎環が Zから Sに下ろされた新しい代数を研究しようという提
案が 80年代にWaldhausenによってなされ、長らく研究されてきた。つまり、円とか球という幾何

的に最も基本的らしきものが整数という代数側で最も基本的らしきものより代数として深い、という

立場による研究領域があるということである。

そういった研究の一つの大きな道具として、Bökstedt[5]により導入された位相的 Hochschildホモ

ロジー THHがある。当初は主に代数的 K 理論を計算するための道具として研究されていたようで

ある（[9]や [24]などに詳しい）。この THHから派生していくつかのホモロジー論（TF、TR、TC、

TP、TC− など）が知られているが、本発表は TRに関するものである。他のホモロジー論も重要で

あり、例えば最近では [1]や [10]など数論幾何学方面で使われているようである。古典的なところで

は [6]が TCとK 理論、あるいは A理論を比較している。

2 背景

定義 1. Aを環スペクトラムとする。上述のモノイダル構造による Aの巡回バー構成を THH(A)と

書く。これは Aの位相的 Hochschildホモロジーと呼ばれる。

余極限があるような対称モノイダル圏があって、そのモノイド対象があれば、巡回バー構成を考え



て諸々ひとまずホモロジー論に持ち込むというのは常套手段だろうが、THHもその一例である。通

常の Hochschildホモロジー HHもその類であるし、THHは HHのスペクトラム的一般化とも思え

る（[18]や [26]に詳しい）。この意味で THHは環スペクトラムを考えたい時に自然に現れる基本的

な不変量であると言える。なおこの定義は [5]のものと少し違うが、同等のものである（[27]参照）。

THH はその構成から、円周群 T の作用を受ける（[8]、[19]、[30] など参照）。この自然な作用が

THHの解析や TRなどの他のホモロジー論の構成には重要である。

正の自然数 nに対し Cn で n次巡回群を表し、Tの部分群と思う。よってX が T-作用のあるスペ
クトラムであったら、T-作用の制限として X は Cn の作用も受ける。その作用に関するノルム射の

コファイバーを XtCn と書く。

定義 2 ([15], [26]). X を T-作用のあるスペクトラムとする。任意の素数 pに対して、T ∼= T/Cp-同

変なスペクトラムの射
X −→ XtCp

が存在する時、X は円分スペクトラムであるという。

円分スペクトラムは元々 [15]で導入された概念であり、同変直交スペクトラムの言葉で定義され

ていた。それを最近、より簡単に高次圏の言葉を使って [26] が再導入した。なお、ある整数より低

い次数のホモトピー群が全て消えているスペクトラムに対しては、この二つの定義は一致する（[26,

Theorem 1.4]参照）。

定理 1 ([15]). 任意の環スペクトラム Aに対し、THH(A)は円分スペクトラムである。

実際は THHの研究の中で円分スペクトラムという概念が導入されたわけだが、この定理の直接的

なご利益の一つとして不変部分スペクトラムの間の射が挙げられる。以下に見るように、それは高次

代数的なものと数論幾何的なものの直接的な比較を与え、最近ようやく広まり始めたホモトピー論と

数論幾何の交錯する研究の口火を切った。

THH(A)には次の三つの射の族が定義されるが、F と V は Tの作用から得られ、Rは円分構造を

使って定義される（詳しくは [15, §3.3]や [11]等参照）。THH(A)C は THH(A)の C-作用による不

変部分スペクトラムである。

Fn : THH(A)Cmn −→ THH(A)Cm

Vn : THH(A)Cm −→ THH(A)Cmn

Rn : THH(A)Cmn −→ THH(A)Cm

記号から察せられるように、これはWittベクトルの Frobenius射、Verschiebung射、制限射に対

応している（Wittベクトルの歴史は長いが、新しい文献としては [2]や [4]などがある）。具体的に

は以下の定理がある。W⟨n⟩ は nの約数のなす切除集合に付随するWittベクトルである。

定理 2 ([15]). 可換環 Rと任意の自然数 n ≥ 1に対し、自然な環同型

π0(THH(R)Cn) ∼= W⟨n⟩(R)

がある。さらにこの同型は Frobenius射、Verschiebung射、制限射とも整合的である。*1

*1 この定理は非常に重要で、例えば [22]では a very beautiful resultと紹介されているし、円分構造と λ-構造を結びつ



3 主結果

環スペクトラム Aに対し、TRn(A) := THH(A)Cn と置く。[12, §5]で正則な Fp-代数に対しての

TR• と de Rham-Witt複体の比較がされている。ここで詳しく述べることはできないが、それは定

理 2の一つの発展形と見なす事もできる。de Rham-Witt複体に関しては、[14]で詳しく調べられて

いる。

以下が本講演の主結果である。

定理 3 ([17]). Aを環とする。素数 pが Aにおいて冪零である時、以下の長完全列の間の射がある。

...

� ���

...

��

limR TR
i/k
q−λdi,k

(A)
id //

Vk∗

��

limR TR
i/kn
q−λdi,kn

(A)

Vkn∗

��

limR TRi
q−λdi,k

(A)

��

Vn∗ // limR TRi
q−λdi,kn

(A)

��

Kq+1(A[x]/(xk), (x))

��

vn // Kq+1(A[x]/(xnk), (x))

��

...
... ,

ここで λdi,k
は (i− 1)/k の整数部分の 2倍、Vn∗ は Verschiebung射に誘導される射を表し、vn は

x 7→ xn で誘導される射であり、limR は円分構造から定まる制限射による極限である。

この縦の長完全列は [16]によって得られている。また、標準的な射影

A[x]/(xm) → A[x]/(xn)

により誘導される射
K∗(A[x]/(xm), (x)) → K∗(A[x]/(xn), (x))

に付随する長完全列の射は [12, Theorem A]において解析されている。こういった切除多項式環の

K 群の THHを用いた解析において鍵となるのは [15, THEOREM 7.1]である。この定理は元々位

相幾何的に証明されたが、最近 Speirs[31]により [26]の言葉で再証明された。

けた初めての定理と思われる。さらには非可換環への拡張 [13] もあり、[21] や [25] などのように展開されている。ま
た、Wittベクトルの理論は [2]で半環に対してまで拡張されている（[3]、[4]、[20]も参照されたい）。実は∞-亜群の
ホモトピー論を使わずにスペクトラムを構成すれば、Sは自然数のなすイニシャルな半環 Nよりも深い代数であること
もわかる（例えば [7]では Boolean半体 B = {0, 1}の Eilenberg-MacLaneスペクトラムについて調べられている）。
しかし、ホモトピー “群”が一般に（群ではない）モノイドになりうるようなものの幾何学はおそらくまだなく、定理 2

の N-代数への拡張は知られていない。



正則な Fp-代数に対しては、[12]による TR• と de Rham-Witt複体の対応を使って上の図式を de

Rham-Witt複体で書き換えることができる。

系 4 ([17]). pを素数とし、Aを正則な Fp-代数とする。 この時、以下の長完全列の間の射がある。

...

��

...

��⊕
l≥0 Wl+1Ω

q−2l
A

Vk∗

��

id //
⊕

l≥0 Wl+1Ω
q−2l
A

Vkn∗

��⊕
l≥0 Wk(l+1)Ω

q−2l
A

Vn∗ //

��

⊕
l≥0 Wkn(l+1)Ω

q−2l
A

��

Kq+1(A[x]/(xk), (x))
vn //

��

Kq+1(A[x]/(xnk), (x))

��

...
... ,

ここで、W(−)Ω
∗
AはA上の de Rham-Witt複体であり、添字m(l+1)は切除集合 {1, 2, ...,m(l+1)}

を表し、Vn∗ は Verschiebung射に誘導される射である。

この系において、A = Fp とすると次が得られる。

系 5. 自然数 j ≥ 1に対し、

K2j−1(Fp[x
1/p∞

], (x)) = colimn(Wjpn(Fp)/VpnWj(Fp)),

さらに偶数次のK 群は自明である。

実はもう少し一般の環に対しても系 5は成り立つ ([17, Corollary 4.7, 4.8])が、この形が最も基本

的だと思う。
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