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1 はじめに

Kを体, KをKの代数閉包とする. V をK上の有限次元ベクトル空間とし, K上の簡約代
数群Gが V に作用しているとする. V (K)のG(K)-軌道で, Zariski位相で稠密であるものが
存在するとき, (G,V )を概均質ベクトル空間という. 概均質ベクトル空間における Fourier変
換は, ゼータ関数の関数等式の決定や代数体に関する密度定理に深い関係があり, 整数論にお
いて重要な研究対象である. 例えば, 谷口氏とThorne氏により次の密度定理が示されている.

定理 1 ([1]). 3次体F の判別式をDisc(F )とし, X ∈ Rに対してN±
3 (X)を 0 < ±Disc(F ) < X

を満たす F の個数とする. K+ = 1,K− =
√
3, C+ = 1, C− = 3とすると, 次が成り立つ.

N±
3 (X) =

C±

12ζ(3)
X +K± 4ζ(1/3)

5Γ(2/3)3ζ(5/3)
X5/6 +O(X7/9+ϵ)

この定理は概均質ベクトル空間 Sym3(Z/p2Z) (pは素数)におけるFourier変換の値を用いて
証明される. 概均質ベクトル空間が有限体上で定義されているとき, そのFourier変換は指数和
の形で表される. 筆者は有限体上の概均質ベクトル空間におけるFourier変換の研究を行ってい
る. 谷口氏とThorne氏による先行研究 ([2])では, Fq ⊗ Sym2(F2

q), Sym
3(F2

q), Fq ⊗ Sym2(F3
q),

F2
q ⊗ Sym2(F2

q), F2
q ⊗ Sym2(F3

q)における Fourier変換の明示公式が与えられた. 筆者は他のい
くつかの概均質ベクトル空間において, 軌道と部分空間の共通部分の元の個数を数えることに
より, Fourier変換の明示公式を求めた. 本稿では明示公式の求め方と, 著者の研究結果につい
て述べる.

1.1 Fourier変換

pを奇素数, Fq を位数 q = pnの有限体とする. V を Fq 上の有限次元ベクトル空間とし, 有
限群Gが V に線型に作用しているとする. そして (G,V )が以下の条件を満たしているとする.

条件 2. Gの位数 2の自己同型 ι : G ∋ g 7→ gι ∈ Gと V 上の双線型形式 β : V × V 7→ Fq で,

次を満たすものが存在する.

β(gx, gιy) = β(x, y) (x, y ∈ V, g ∈ G)

関数 ϕ : V → Cに対して, その Fourier変換 ϕ̂ : V → Cを以下で定義する.

ϕ̂(y) := |V |−1
∑
x∈V

ϕ(x)exp

(
2πiTrFq/Fp

(β(x, y))

p

)
(1)



ここで,

TrFq/Fp
: Fq → Fp

はトレース写像である. FG
V を V 上のG-不変な C値関数全体の集合, つまり

FG
V := {ϕ : V → C | ϕ(gx) = ϕ(x) (g ∈ G, x ∈ V )}

とする. FG
V は C上の有限次元ベクトル空間になる. ϕ(x) ∈ FG

V に対して, ϕ̂もまた FG
V の元

になる. さらに, Fourier変換写像FG
V ∋ ϕ 7→ ϕ̂ ∈ FG

V は線型写像になる. この写像の明示公式
を求めることが目的である.

計算には以下の命題を用いる.

命題 3 ([2]). Oi (1 ≤ i ≤ r)を V のG-軌道とし, ei (1 ≤ i ≤ r)をOiの指示関数とする. W

を V の部分空間とし, W⊥ := {y ∈ V | ∀x ∈ W,β(x, y) = 0}とする. このとき次が成り立つ.

r∑
i=1

|Oi ∩W |
|Oi|

êi =
|W |
|V |

r∑
i=1

|Oi ∩W⊥|
|Oi|

ei

e1, . . . , erはFG
V のC-基底となる. したがって ê1, . . . , êrの Fourier変換が求められれば, 任

意の ϕ ∈ FG
V の Fourier変換が求められる. 命題 3より, V の部分空間を一つ選ぶと, êiと ei

の線型結合の等式を一つ得る. したがって rの相異なる部分空間を選び, 得られる r個の等式
が線型独立ならば, 明示公式が導かれる.

2 主結果

筆者は以下の概均質ベクトル空間について指数和を計算した.

(ア) V = F2
q ⊗ F2

q ⊗ F2
q (2次正方行列の対の空間), G = GL2(Fq)×GL2(Fq)×GL2(Fq)

(イ) V = F3
q ⊗ F2

q ⊗ F2
q (2次正方行列の 3つ組の空間), G = GL2(Fq)×GL2(Fq)×GL3(Fq)

(ウ) V = F4
q ⊗ F2

q ⊗ F2
q (2次正方行列の 4つ組の空間), G = GL2(Fq)×GL2(Fq)×GL4(Fq)

(エ) V = F2
q ⊗ F3

q ⊗ F3
q (3次正方行列の対の空間), G = GL2(Fq)×GL3(Fq)×GL3(Fq)

(オ) V = F2
q ⊗H2(Fq2) (2次Hermite行列の対の空間), G = GL2(Fq)×GL2(Fq2)

(カ) V = F2
q ⊗H3(Fq2) (3次Hermite行列の対の空間), G = GL2(Fq)×GL3(Fq2)

(キ) V = binary tri-Hermitian formのなす空間, G = GL1(Fq)×GL2(Fq3)

(ク) V = F2
q ⊗ ∧2(F4

q) (4次交代行列の対の空間), G = GL2(Fq)×GL4(Fq)

(ケ) V = F2
q ⊗ ∧2(F6

q) (6次交代行列の対の空間), G = GL2(Fq)×GL6(Fq)

本稿では例として (ア)における結果についてのみ述べる.

V = F2
q ⊗ F2

q ⊗ F2
q , G = GL2(Fq) × GL2(Fq) × GL2(Fq)とする. V の元 xを 2次正方行列

の対

(A,B) = (

[
a11 a12

a21 a22

]
,

[
b11 b12

b21 b22

]
)



と表すことにする. また, Gの元 gを (g1, g2, g3)と書く. Gは V に

gx = (g1Ag
T
2 , g1BgT2 )g

T
3

で作用している. V 上の双線型形式 βを

β((A1, B1), (A2, B2)) = Tr(A1A
T
2 +B1B

T
2 )

で定め, Gの自己同型 ιを

(g1, g2, g3)
ι = ((gT1 )

−1, (gT2 )
−1, (gT3 )

−1)

で定める. この βと ιが条件 2を満たすことは容易に確かめられる.

命題 4. V の軌道分解は以下のとおりである.

軌道 代表元 元の個数

O1 (

[
0 0

0 0

]
,

[
0 0

0 0

]
) 1

O2 (

[
0 0

0 0

]
,

[
0 0

0 1

]
) [1, 0, 3]

O3 (

[
0 0

0 0

]
,

[
1 0

0 1

]
) [2, 1, 2]

O4 (

[
0 0

1 0

]
,

[
0 0

0 1

]
) [2, 1, 2]

O5 (

[
0 1

0 0

]
,

[
0 0

0 1

]
) [2, 1, 2]

O6 (

[
0 0

0 1

]
,

[
0 1

1 0

]
) [3, 1, 3]

O7 (

[
1 0

0 0

]
,

[
0 0

0 1

]
) 1

2 [2, 3, 3]

O8 (

[
1 0

0 1

]
,

[
0 −1

µ0 µ1

]
) 1

2 [4, 3, 1]

ただし, [a, b, c] = (q − 1)aqb(q + 1)cとし, µ1, µ0 ∈ FqはX2 + µ1X + µ0 ∈ Fq[X]が既約にな
るようなものとする.

選んだ部分空間は以下のとおりである.

W1 = 0,W2 = (

[
0 0

0 ∗

]
,

[
0 0

0 ∗

]
),W3 = (

[
0 0

0 0

]
,

[
∗ ∗
∗ ∗

]
),W4 = (

[
0 0

∗ ∗

]
,

[
0 0

∗ ∗

]
),

W5 = (

[
0 ∗
0 ∗

]
,

[
0 ∗
0 ∗

]
),W6 = (

[
0 0

0 ∗

]
,

[
0 ∗
∗ ∗

]
),W7 = (

[
0 ∗
∗ ∗

]
,

[
0 ∗
∗ ∗

]
),W8 = V

ここで, 例えば, (

[
0 0

0 0

]
,

[
∗ ∗
∗ ∗

]
)は

{
(

[
0 0

0 0

]
,

[
b11 b12

b21 b22

]
) ∈ V b11, b12, b21, b22 ∈ Fq

}
を表

す.

直交補空間はW⊥
1 = W8, W

⊥
2 = W7, W

⊥
3 = W3, W

⊥
4 = W4, W

⊥
5 = W5, W

⊥
6 = W6となっ

ている.



命題 5. 各軌道と各部分空間の共通部分の元の個数 |Oi ∩Wj |は以下で与えられる.

W1 W2 W3 W4 W5 W6 W7 W8

O1 1 1 1 1 1 1 1 1

O2 0 [1, 0, 1] [1, 0, 2] [1, 0, 2] [1, 0, 2] [1, 0, 0](3q + 1) [1, 0, 1](2q + 1) [1, 0, 3]

O3 0 0 [2, 1, 1] 0 0 [2, 1, 0] [2, 1, 1] [2, 1, 2]

O4 0 0 0 [2, 1, 1] 0 [2, 1, 0] [2, 1, 1] [2, 1, 2]

O5 0 0 0 0 [2, 1, 1] [2, 1, 0] [2, 1, 1] [2, 1, 2]

O6 0 0 0 0 0 [3, 1, 0] [3, 1, 1] [3, 1, 3]

O7 0 0 0 0 0 0 [2, 3, 1] 1
2 [2, 3, 3]

O8 0 0 0 0 0 0 0 1
2 [4, 3, 1]

これらの結果を命題 3に適用することで, Fourier変換の明示公式を得る.

定理 6. 基底 e1, ..., e8における Fourier変換写像の表現行列は以下で与えられる.

1

q8



1 [1, 0, 3] [2, 1, 2] [2, 1, 2] [2, 1, 2] [3, 1, 3] 1
2 [2, 3, 3]

1
2 [4, 3, 1]

1 c1 [1, 1, 0]b1 [1, 1, 0]b1 [1, 1, 0]b1 −[2, 1, 0]a1
1
2 [1, 3, 0]b2 −1

2 [3, 3, 0]

1 [0, 0, 1]b1 qc2 −[1, 1, 1] −[1, 1, 1] [1, 1, 1] −1
2 [1, 3, 1]

1
2 [2, 3, 0]

1 [0, 0, 1]b1 −[1, 1, 1] qc2 −[1, 1, 1] [1, 1, 1] −1
2 [1, 3, 1]

1
2 [2, 3, 0]

1 [0, 0, 1]b1 −[1, 1, 1] −[1, 1, 1] qc2 [1, 1, 1] −1
2 [1, 3, 1]

1
2 [2, 3, 0]

1 −a1 q q q qc3 −1
2 [1, 3, 0] −1

2 [1, 3, 0]

1 b2 −[1, 1, 0] −[1, 1, 0] −[1, 1, 0] −[2, 1, 0] q3 0

1 −[0, 0, 2] [0, 1, 1] [0, 1, 1] [0, 1, 1] −[0, 1, 2] 0 q3


ここで, [a, b, c] = (q − 1)aqb(q + 1)c, a1 = 2q + 1, b1 = q2 − q − 1, b2 = q2 − 2q − 1,

c1 = 2q3 − 2q − 1, c2 = q3 − q2 + 1, c3 = q3 − q2 − 1とする.
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