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本研究はE∞-環上に次数 (特にNとZ)の概念を適切に定義し, 射影スペクトラルスキーム
を開被覆により定式化し, 最終的に Serreの定理を証明するものである. しかし今回のテ
クニカルレポートでは余白が狭すぎるため, 次数付き加群までを説明する.

次数付き E∞-環というものは, 学部生を経た人は概ね知っている存在である. 今回の研
究は, 次数付きという概念を一般の圏に定義するのに, 何が適切なのかを考えた, というも
のである.

その結果, 対称モノイダル圏 {0} ⊂ N ⊂ Zから得られる無限オペラドと, そこからの関
手のなす無限圏にDay convolutionを入れたものを用いるのが良いことに気が付いた. そ
して我々はその無限圏に於いて, 次数 0への制限および一元局所化がE∞-環構造を落とさ
ずに定式化出来ることを示した. また, この結果は古典の場合においても (次数付き環や
加群を元を用いて表示しないという意味で)今までの理論の refinementを与えている.

1 無限圏とその写像空間
n ≥ 0に対し, [n]を有限順序集合 {0, · · · , n}とする. 射 [m] → [n]は順序を保つ射とす
る. ∆を対象は有限順序集合, 射は順序を保つ射からなる圏とする.

∆opを∆の反対圏とする. 単体的集合とは反変関手 S : ∆op → Setsのことである, ここ
で SetsはU-small な集合のなす圏である. Sの n-単体を Snとかく.

順序を保つ写像 di : [n− 1] → [n]

di(k) =

k (k < i),

k + 1 (k ≥ i).

から決まる射 di : Sn → Sn−1を face という.

順序を保つ写像 si : [n+ 1] → [n]

si(k) =

k (k ≤ i),

k − 1 (k > i).



から決まる射 si : Sn → Sn+1を degeneracy という.

我々は Set∆という記号で単体的集合のなす圏を考える.

T , S, M , N を単体的集合とする. 次の実線からなる図式を考える.
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p : T → N (resp. q : S → M) が q (resp. p)に対して左 (resp. 右) 持ち上げ性質を持つと
は破線の矢印があり, 図式が可換になるときに言う.

Definition 1.1 (cf. [2], Definition 1.1.2.4). SとM を単体的集合とする. p : S → M を
単体的集合の間の射とする. Sが無限圏とは以下の実線の図式
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に対して破線の矢印が存在し, 図式が 0 < i < nに対して可換になること. SがKan複体
であるとは上の実線の図式に対して破線の矢印が 0 ≤ i ≤ nの範囲で存在し図式が可換に
なるときに言う.

Example 1.2. Kan複体は定義より勿論無限圏であるが, 通常の圏のナーブは無限圏で
ある.

さて無限圏は単体的集合の一種であった. しかし圏というからにはその頂点を対象とみ
なし何か写像の族を考えたい. その写像の族は高次の射の構造も持っているべきである.

単体的集合Sとその頂点xと yに対し,単体的集合MapS(x, y)を以下のように定義する.

Definition 1.3 (無限圏における写像空間). Sを単体的集合としS∆1を [n]をHomSet∆(∆
1×

∆n, S)に送る対応により定まる単体的集合とする. s, t : [0] → [1]を s(0) = 0と t(0) = 1

により定まる写像とする. 頂点 x, y ∈ Sをとる. xから yへの写像空間MapS(x, y)を以下
の pullbackで定める;

MapS(x, y) //

��

S∆1

(s,t)

��
∗ (x,y) //S × S,



ここで射の組 (s, t)は, HomSet∆({0}×∆n, S)を第一成分のn-単体 Snに送りHomSet∆({1}×
∆n, S)を第二成分の n-単体 Snに送るもので, 射 (x, y)は ∗を (x, y) ∈ S × Sに送るもの
である.

もし Sが無限圏ならMapS(x, y)はKan複体になる.

2 対称モノイダル圏と無限オペラド
⟨n⟩ = {∗, 1, 2, . . . , n}とする. Fin∗を基点付き有限集合とする. ⟨n⟩の基点は ∗. Fin∗の
射とは基点付き有限集合の射, 基点を保つ射のことである.

対称モノイダル無限圏とは余カルテジアンファイブレーション p : C⊗ → N∆(Fin∗) で,

Segal条件を満たすもののことを言う [3, Definition 2.0.0.7].

Example 2.1. 一点からなる対称モノイダル圏 [0] を考えよう. この積構造は {0} ⊂ Zを
対称モノイダル圏の充満部分圏と見た時に入れることが出来る. 包含写像 {0} ⊂ N ⊂ Zは
対称モノイダル関手になっている. このとき,我々は忘却関手により [0]からSegal category

Fin∗へ圏同型を得る.

Example 2.2. 自然数全体の集合 N および整数全体の集合 Z は足し算+により対称モ
ノイダル圏とみなすことが出来る. ここで, 射は同型射に限ることとする.

対称モノイダル無限圏 p : C⊗ → N∆(Fin∗)に対して そこにおける可換環対象を, pの切
断で惰性射を惰性射に移すものと定める [3, Definition 2.1.2.7].

Remark 2.3 ([3], Remark 2.0.0.5, Construction 2.1.1.7). 対称モノイダル圏から無限オペ
ラドを作る手順がある. (C,⊗)を対称モノイダル圏とする. このとき新たな圏 C⊗を次の
ように定義する [3, 2.0.0.1, Example 2.1.1.5]

MulC({Xi}i∈I , Y ) = HomC(⊗i∈IXi, Y ).

一般的な射の族の構成 [3, Construction 2.1.1.7]より, 縁付きオペラドOから新たな圏O⊗

ができる.

Definition 2.4. 自然数全体の集合 N および整数全体の集合 Z は足し算 +により対称
モノイダル圏とみなすことが出来る. ここで, 射は同型射に限ることとする. 射の集合を
Mul({Xi}i∈I , Y ) = Hom(⊗i∈IXi, Y )と定める. Remark 2.3よりこの対称モノイダル圏か



ら縁付きオペラドができる. そして縁付きオペラドのナーブを取ることにより対称モノイ
ダル無限圏N∆(O

⊗
N) → N∆(Fin∗) と N∆(O

⊗
Z ) → N∆(Fin∗)が得られる. これは本稿で用い

る無限オペラドの一種である. またそのベースとなる無限圏は N∆(N) および N∆(Z)と
なる.

2.1 Fun(N∆(Z), Sp)上の積構造; Day convolution

ここで無限圏上のDay convolutionについて復習する.

Definition 2.5. C⊗ → N∆(Fin∗)を対称モノイダル無限圏とする. 関手N∆(Z) から C へ
のなす無限圏 Fun(N∆(Z), C)を考える.

[8, Proposition 2.11] における構成および [8, Lemma 2.13] より, 我々は N∆(O
⊗
Z ) と

C⊗ の対称モノイダル構造と Day convolution ⊗̂による積を持つ, 対称モノイダル無限
圏 FunN∆(Fin∗)(N∆(Z), C)⊗̂ → N∆(Fin∗)を得る.

Proposition 2.6 ([8], Lemma 2.13). 対称モノイダル圏C⊗ および D⊗ のテンソル積が順
極限と各成分ごとに可換ならば, FunN∆(Fin∗)(C,D)⊗̂ に入っているDay convolutionもまた
各成分ごとに順極限と可換になる.

Example 2.7. Mandell-May-Schwede-ShipleyはD-スペクトラムの圏において対称モノ
イダル構造を定義している. それはDay convolutionで与えられている (cf. [7, Definition

1.9, Definition 21.4]). この理論は Zで添字付けられたスペクトラム達の理論にも使える.

またその積を coendで以下のように定義していた

(X⊗̂Y )c =

∫ (c1,c2)∈Z×Z
HomZ(c1 + c2, c)⊗Xc1 ⊗ Yc2 ,

and the inner hom [X, Y ]⊗̂ by the end

([X, Y ]⊗̂)c =

∫
(c1,c2)∈Z×Z

Map(HomZ(c1 + c, c2),Map(Xc1 , Yc2)).

Xを無限圏 FunN∆(Fin∗)(N∆(Z), C)⊗̂の対象とする. このとき記号Xi により i ∈ Z にお
けるXの値を表すこととする.



3 次数Z(またはN) E∞-環と 次数Z加群
我々はAlgO′/O(M)という記号を無限オペラドのファイブレーションM → Oと無限オ
ペラド O′ → Oにより得られる環対象に対して使う [3, Definition 2.1.3.1].

Definition 3.1. (i) 次数 Z付き E∞-環のなす無限圏を

AlgN∆(Fin∗)/N∆(Fin∗)(FunN∆(Fin∗)(N∆(Z), Sp)⊗̂),

と定める. その対象を次数 Z付き E∞-環という.

(ii) 包含写像 N → Zは対称モノイダル圏であった. 誘導された無限オペラドの射を
N∆(O

⊗
N) → N∆(O

⊗
Z )とする. E∞-環Rに対しR上の次数 Z付き E∞-環とは

AlgN∆(Fin∗)/N∆(Fin∗)(FunN∆(Fin∗)(N∆(Z),ModR)
⊗̂).

さて, 我々が見知った次数付き環や加群は直和の格好をしていた. ところがいま扱って
いるのは関手である. 環っぽくはない. これを我々の見知った形に関連付けるのが次の命
題である.

Definition 3.2. 次の図式を考える.
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ここで 0は対称モノイダル包含写像 {0} → ZでZの部分と同一視している. また iは無限
オペラドの構造射である. ここで A(∞)は iに沿ったAのオペラディックな左Kan拡張よ
り得られた. また A0 は 0との合成により得られる.

このとき

Proposition 3.3. Aが次数 Z付き E∞-環なら,

(i) A0は E∞-環,



(ii) A(∞)は E∞-環.

とくに (−)0は積と可換.

Definition 3.4. 次数 Z付き E∞-環 Aと E∞-環 Rに対して,

(i) 次数 Z付きA-加群のなす無限圏を

ModA(FunN∆(Fin∗)(N∆(Z), Sp)⊗̂),

(ii) 同様にR上の次数 Z付きA-加群のなす無限圏を

ModA(FunN∆(Fin∗)(N∆(Z), ModR)
⊗̂)

と定める.

Remark 3.5. Day convolutionはフィルター付き順極限と成分ごとに可換なため我々は弱
対称モノイダル関手ModAgrZ → ModA(∞) を得る, 即ち, 次数Z付きA-加群はA(∞)-加群
M(∞)を与える.

3.1 有限表示条件

まずは E∞-環上の加群に対する条件の定義を振り返る.

(i) E∞-環Rが連接とは任意の π0Rのイデアルが有限表示かつ πnRが π0R上有限表示
加群.

(ii) Rを連接E∞-環とする. R加群M が準完全とは πiM ≃ 0が十分小さい i ∈ Zで成り
立つ事であり, かつ πnM が π0R上有限表示加群である事である.

(iii) 連接E∞-環上の加群M が完全とは準完全かつ有限Tor次元を持つ事である. ここで
E∞-環R上の加群が有限Tor次元を持つとはある整数 nが存在し, 任意の πk(N) ̸= 0

なるR加群N に対し k ≥ nなら πk(M ⊗R N) = 0.

Aを次数N付きE∞-環とする. 次数Z付きA加群M が局所完全とは π0Aの斉次元 aに対
し任意のM [a−1]0が完全A[a−1]0加群である事.

Definition 3.6 (有限表示条件). E∞-環R上の次数N付きE∞-環AとR上の次数Z付き
A加群が有限表示条件を満たすとは



(i) Aは次数NコンパクトR-加群; 即ち各Aiがコンパクトスペクトラムで, 更に局所完
全かつ連結な E∞-環. ここでRは正則 E∞-環.

(ii) ある x1, · · · , xnが存在してファイブレーション A0{x1, · · · , xn} → SymA0
(A1)が取

れる. ここでxiはA0{x1, · · · , xn}の頂点でπ0(A0{x1, · · · , xn}) ≃ π0(A0)[x1, · · · , xn]

の不定元に対応するもの.

(iii) ファイブレーション SymA0
(A1) → A(∞)が存在する.

(iv) 次数 Z付き A加群M が局所コンパクトとはある n0 ∈ Zが存在し, M を与える
関手との合成 N∆(Z≥n0) → N∆(Z) → Spが局所完全であるときに言う. ここで,

N∆(Z≥n0)とはN∆(Z)の充満部分無限圏であって頂点Z≥n0で生成されているもので
ある. ModfcptAgrZ

R を上述の R上の次数 Nコンパクト E∞-環上の局所コンパクト次
数 ZコンパクトA加群のなす無限圏とする.

kを体とする. Eilenberg-MacLaneスペクトラム Hkは連接 E∞-環. 更に正則である.

従ってHk上の準完全な加群は完全である.

球面スペクトラム上の完全加群のK理論と連接加群のK理論一致しないため, 球面ス
ペクトラム Sは正則ではない.

この条件のもと, 我々は代数幾何学において Serreの定理と呼ばれる定理 (Proposition

3.7) の, 無限圏への一般化を考えた. この非可換幾何学においても Serreの定理の類似の
結果が得られている.

kを体, Aを k上有限型の可換環とする. この時A加群の圏は SpecA上の準連接加群層
に同値である事はよく知られていた.

Proposition 3.7. k上有限生成で更に Aは A0上 A1で生成されている可換次数付き環
A = ⊕n≥0An の場合はProjA上の準連接層の圏は準有限次数付きA加群の圏を有限個の
0でない正の因子を持つA加群のなす部分圏で割った圏と圏同値である.

我々は無限圏の設定のもと以下の定理を得た.

Theorem 3.8 (主結果). RをE∞-環としAをR上の次数N付きE∞-環とする. 有限表示
条件が成り立つと仮定する. Modfcpt,AgrZ

R を局所完全でR上Z-コンパクトな次数Z付きA

加群のなす無限圏とする. 次数Z付き加群の射のクラスで十分大きな正の因子に対して同
値を誘導するものを考え, Dwyer-Kan局所化を考える. その無限圏をModfcpt,AgrZ

R /NilAR



と置く事にする. この時, Fを大域切断の Serre捻りに関する余積
⨿

n∈Z Γ(ProjA,F[n])に
送る関手

QCoh(ProjA)perf → Modfcpt,AgrZ
R /NilAR

は無限圏の同値を与える.
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[10] A. B. Verëvkin, Injective Serre sheaves, Mat. Zametki 52 (1992), no. 4, 35–41, 128 (Russian, with

Russian summary); English transl., Math. Notes 52 (1992), no. 3-4, 1016–1020 (1993).


