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概要

Metric algebroid とは，Courant algebroid の拡張として定義される新しい代数構造であり，

物理的には Double Field Theory (DFT)におけるゲージ対称性と関連する事が知られている．

本研究では，metric algebroidが Courant algebroidを経由しなくても 2つの Lie algebroidか

ら直接構成できることを新たに確かめた．また，この 2 つの Lie algebroid は Lie bialgebroid

から derivation条件を緩めたものである事がわかった．

1 はじめに

弦理論は，「物理現象を記述する基本要素は，1次元の広がりを持った弦である」という仮定のも

とで考えられた理論であり，量子化された重力を記述する理論の有力な候補として非常に重要な理論

である．弦理論の大きな特徴としては，T双対性の存在があげられる．これは，弦が円周にコンパク

ト化された空間に巻きつけられることに由来し，巻きついた弦の半径を R として組み立てても，そ

の逆数 1/Rとして組み立てても同じ理論が得られるということを意味している．

Double Field Theory (DFT)は，T双対性を明示的に含んだ重力理論である．これは、通常は d

次元の時空座標を，倍の 2d次元にすることで実現されている．DFTにおけるゲージ対称性の記述

方法は，主に [1, 2]で調べられており，C-bracketと呼ばれる括弧積が与えられている．

C-bracketの特徴は，Jacobi恒等式を満たさないという点である．したがって，DFTのゲージ対

称性の背景にある代数構造は，少なくとも Lie algebraではない別の構造である．C-bracketによっ

て生成される数学的構造が何であるかについては主に [3, 4, 5]で議論されており，[5]の著者である

Vaismanは，この構造を metric algebroidと呼んでいる．詳細は後述するが，metric algebroidは

Courant algebroidを定義する関係式のうち，いくつかを緩めたものとして定義される．

Metric algebroid は，本来は物理的な需要から提示された構造であり，数学として他の構造との

間にどのような関係があるのかはあまり調べられてこなかった．Metric algebroid を定義する際

に基礎となる Courant algebroid に立ち返ってみると，Courant algebroid は，Lie bialgebroid の

Drinfel’d doubleとして得られる構造であることが示されている [6]．これは，Lie bialgebra (g, g∗)

の Drinfel’d doubleとして Lie algebra (g ⊕ g∗)を構成する一連の手順を，Lie bialgebroidの場合

へと一般化したものである．したがって，metric algebroidも，何らかの algebroidの doubleとし

て得られるのではないかと考えられる．本研究では，metric algebroidが，2つの Lie algebroid (注:

Lie bialgebroidではない)の doubleによって与えられることを明らかにした．



本稿では，はじめに基本となる Lie bialgebraやその Drinfel’d doubleについてまとめる．次に，

Lie (bi)algebroidと Courant algebroidの定義を与え，Lie bialgebroidの Drinfel’d doubleについ

て述べる．最後に，本題となる metric algebroidと，その背景にある algebroid構造について述べる．

2 Lie bialgebraと Drinfel’d double

2.1 Lie bialgebra

V をベクトル空間，[·, ·] : V × V → V を反対称で双線型な括弧積 (Lie bracket)として，体 K 上

の Lie algebra (代数) g を (V, [·, ·]) で与える．このとき，Lie bracket [·, ·] は Jacobi 恒等式を満

たしている．V がベクトル空間であることから，その双対空間 V ∗ に対しても，双対な Lie bracket

[·, ·]∗ を与えることで，gと双対な Lie algebra g∗ を定義することができる．また，gと g∗ の間に自

然に内積 ⟨·, ·⟩を定義できる．
[·, ·] : g× g → gの co-bracketを δ : g → g× gとする．δ が以下の 1-cocycle条件を満たすのであ

れば，(g, [·, ·], δ)は Lie bialgebraとなる．ただし，x, y ∈ gであり，adx は xの adjoint表現*1で

ある:
δ([x, y]) = ad(2)x δ(y)− ad(2)y δ(x). (1)

(g, [·, ·], δ) が揃っていれば，(g∗, [·, ·]∗, µ∗) は内積を通して誘導できるので，(g, [·, ·], δ) だけで Lie

bialgebraを定義できる*2．また，(g, [·, ·], δ)が Lie bialgebraであれば，(g∗, [·, ·]∗, µ∗)も Lie bial-

gebraである．言い換えれば，[·, ·]∗ の co-bracketを考えても Lie bialgebraを与えられる*3．以降，

Lie bialgebraのことを (g, g∗)と表記する．

2.2 Drinfel’d double

gと g∗ の直和 g ⊕ g∗ を考える．x, y ∈ g, ξ, η ∈ g∗ としたとき，g ⊕ g∗ 上に非退化な双線型形式

(·, ·) : g⊕ g∗ × g⊕ g∗ → K を

(x, y) = (ξ, η) = 0, (x, ξ) = ⟨x, ξ⟩ . (2)

のように定義できる．また，gと g∗ を subalgebraとするような Lie algebra dを定義できる．[·, ·]d
は次のように与えられる*4:

[x, y]d = [x, y], [ξ, η]d = [ξ, η]∗, [x, ξ]d = −ad∗ξx+ ad∗xξ. (3)

(·, ·)は d上の Lie bracket [·, ·]d に対して不変であり，次の式が成立する:

(x, [y, ξ]d) = ([x, ξ]d, y). (4)

*1 adx : g → End(g) であり，x, y ∈ gに対して adx(y) = [x, y]．
*2 [·, ·]∗ を δ の転置 δ∗ : g∗ × g∗ → g∗ として与えればよい．
*3 [·, ·]∗ の co-bracketとして µ∗ : g∗ → g∗×g∗ を与え，その転置 µとして Lie bracket [·, ·]を与えても Lie bialgebra

(g∗, [·, ·]∗, µ∗)を得ることができる．
*4 ad∗ξ は，⟨adξη, x⟩ = −⟨η, ad∗ξx⟩となるように定義する．すなわち，adξη = [ξ, η]∗．



(g, g∗)に対して，g⊕ g∗ に Lie bracketが定義されたものを gの Drinfel’d doubleと呼び，一般に

dや，g ▷◁ g∗ と表す．本文中では dと表記する．(g, g∗, d)の組を Manin tripleという．

3 Lie bialgebroidと Drinfel’d double

3.1 Lie algebroid

Lie algebroidは，底空間M と，その上のベクトル束 L，anchor mapと呼ばれる写像 a : L → TM

の組 (M,L, a)として定義される．一般的に，あるベクトル束からベクトル場を取り出す操作は切断

と呼ばれるが，これを本文中では Γで表すことにする．TM の切断で得られるベクトル場 Γ(TM)

に対して，Lie bracket [·, ·]が定義できるのと同じように，Lの切断で得られるベクトル場 Γ(L)に

対して新たに Lie algebroid bracket [·, ·]L を定義することができる．このとき，anchor mapは [·, ·]
に対して準同型である．すなわち，[·, ·]と [·, ·]L は以下のように対応する．X,Y ∈ Γ(L)とすると，

a[X,Y ]L = [a(X), a(Y )]． (5)

また，f ∈ C∞(M)とすると，[·, ·]L における Leibnitz ruleは以下のように定義される:

[X, fY ]L = f [X,Y ]L + (a(X)f)Y. (6)

底空間 M が 1点しかない多様体の場合，Lie algebroidは Lie algebraとなる．

L に双対なベクトル束 L∗ に対しても，同様に (L と双対な) Lie algebroid を定義することがで

きる．L∗ 側で定義した Lie algebroid における anchor map を a∗ : L∗ → TM， Lie algebroid

bracketを [·, ·]L∗ と表記する．(5) と同様に，ξ, η ∈ Γ(L∗)としたとき

a∗[ξ, η]L∗ = [a∗(ξ), a∗(η)] (7)

が成立する．また，[·, ·]L∗ に対する Leibnitz ruleは以下のように定義される:

[ξ, fη]L∗ = f [ξ, η]L∗ + (a∗(ξ)f)η. (8)

Lie algebra の時と同様に，L と L∗ の間には自然に内積が定義できる．また，Γ(∧pTM) や

Γ(∧qT ∗M)における (multi)vectorや formの一般化として，Γ(∧pL)や Γ(∧qL∗)上にも外積代数

を考えることができる．Lie algebroid derivative d : Γ(∧pL∗) → Γ(∧p+1L∗)は以下のように定義さ

れる*5．ξ ∈ Γ(∧pL∗), Xi ∈ Γ(L)とすると，

dξ(X1, X2, · · · , Xp+1) =

p+1∑
i=1

(−)i+1a(Xi)
(
ξ(X1, · · · , X̌i, · · · , Xp + 1)

)
+

∑
i<j

(−)i+j
(
ξ([Xi, Xj ], X1, · · · , X̌i, · · · , X̌j , · · · , Xp+1)

)
. (9)

同様に，Lie微分や内部積も定義でき，Γ(∧pL∗)上の外積代数は Γ(∧qT ∗M)上の外積代数とほとん

ど同じように扱うことができる．

*5 双対な Lie algebroid derivative d∗ : Γ(∧pL) → Γ(∧p+1L)も同様に与えられる．



3.2 Lie bialgebroid

Lie algebroid と，双対な Lie algebroid の組 (L,L∗) に対して，Lie bialgebroid を定義できる．

(L,L∗)が Lie bialgebroidであれば，以下の derivation条件を必ず満たす*6．これは，Lie bialgebra

における 1-cocycle条件 (1)に対応する:

d∗[X,Y ]L = [d∗X,Y ]L + [X, d∗Y ]L. (10)

底空間 M が 1点しかない多様体の場合，Lie bialgebroidは Lie bialgebraとなる．

3.3 Courant algebroid

Courant algebroidは，底空間M 上の ベクトル束 E に対して，以下の 5つの関係式

[[e1, e2]C, e3]C + c.p. = DT (e1, e2, e3); (i)

ρ[e1, e2]C = [ρ(e1), ρ(e2)]; (ii)

[e1, fe2]C = f [e1, e2]C + (ρ(e1)f)e2 − (e1, e2)+Df ; (iii)

(Df,Dg) = 0; (iv)

ρ(e)(h1, h2) = ([e, h1]C +D(e, h1), h2) + (h1, [e, h2]C +D(e, h2)) (v)

を満たすような，

1. 非退化で対称な双線型形式 (·, ·)+,
2. 括弧積 [·, ·]C,
3. anchor map ρ : E → TM

の組 (E, (·, ·)+, [·, ·]C, ρ,M) として定義される．(i)は，括弧積の Jacobi 恒等式が 0にならないと

いう性質を表し，Lie algebra (あるいは Lie algebroid) とは明らかに異なる構造であることを示し

ている．(ii)は，ρが Γ(TM)上の Lie代数に対して準同型であることを意味する．(iii)は Leibnitz

ruleを表している．(v)は，双線型形式と anchor mapが両立することを意味する．

Courant algebroid は，そのひとつの実例として，Lie bialgebroid の Drinfel’d double によって

得られる構造であることが知られている [6]．Lie bialgebraの時と同様に，Lと L∗ の直和により新

たなベクトル束 E = L⊕ L∗ を導入する．ei ∈ Γ(E)，すなわち ei = Xi + ξi としたとき，Γ(E)上

の非退化な双線型形式 (·, ·)± は

(e1, e2)± =
1

2
(⟨ξ1, X2⟩ ± ⟨ξ2, X1⟩) (11)

のように定義される．ρは以下のように定義する:

ρ(ei) = a(Xi) + a∗(ξi). (12)

また，D : C∞(M) → Γ(E)は

(Df, ei) =
1

2
ρ(ei)f (13)

*6 この条件は [·, ·]L∗ 側で定義してもよい．(10)式は，d[ξ, η]L∗ = [dξ, η]L∗ + [ξ, dη]L∗ と等価である．



のように定義する．上述の ρ の定義と合わせると，D = d + d∗ と表すことができる．この場合の

Courant algebroidを定義する括弧積として，Courant bracket [·, ·]C

[e1, e2]C = [X1, X2]L + Lξ1X2 − Lξ2X1 − d∗(e1, e2)−

+ [ξ1, ξ2]L∗ + LX1
ξ2 − LX2

ξ1 + d(e1, e2)−. (14)

を導入する．この括弧積は，[6]で与えられたものであり，C-bracketと形式的には同じ形である*7．

(L,L∗, L⊕L∗)の組は，上述の Lie algebraでの Manin tripleの，algebroidへの拡張となっている．

4 metric algebroid

Metric algebroid は，2012 年に Vaisman によって提唱された新しい algebroid 構造である [5]．

Courant algebroidと比較すると，

1. 非退化で対称な双線型形式 (·, ·)+,
2. 括弧積 [·, ·]V,
3. anchor map ρ : E → TM

の組 (E, (·, ·)+, [·, ·]V, ρ,M) として定義される点は同じだが，これらが満たす関係式は前述の

Courant algebroidを定義する関係式のうち，(iii)と (v)の 2式のみでよい．この意味で Courant

algebroidをさらに一般化したものであると捉えることができる．

5 結果

まず，[e1, e2]C に基づいて Courant algebroidの関係式を改めて確認してみると，各関係式を導く

過程で，derivation条件を使うものと使わないものに分けることができた．具体的には，関係式 (i),

(ii)と (v)を導く過程では derivation条件を必ず用いており，(iii)と (v)は derivation条件とは無

関係な条件式である．metric algebroidが満たすべき関係式は　 (iii)と (v)となっていることから，

図 1に示すように，その doubleが metric algebroidになるような algebroidは，Lie bialgebroidか

ら derivation 条件だけを緩めたような 2 つの Lie algebroid の組であることがわかった．したがっ

て，metric algebroidを定義する際に必要となる括弧積は，(14)で例示した Courant bracketと全

く同じ形となる．表記上 metric algebroidの括弧積であると明確にするために，[·, ·]V と表す．その
具体的な表記は

[e1, e2]V = [X1, X2]L + Lξ1X2 − Lξ2X1 − d∗(e1, e2)−

+ [ξ1, ξ2]L∗ + LX1
ξ2 − LX2

ξ1 + d(e1, e2)− (15)

のように与えられる．この 2つの Lie algebroidと metric algebroidの組は，Manin tripleのさら

なる一般化とみることができる．

*7 この括弧積は，時系列としては先に [6] で定義された．Courant algebroid の歴史に関しては，[7] にまとめられてい
る．
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図 1 ここまでの algebraや algebroidのつながりを図にするとこのようになる．doubleをとる

ことで metric algebroid を構成するような別の構造がないのかを調べた結果，鍵は derivation

条件の有無にあることが明らかとなった．

また，この結果に関連して，実際に DFTにおける C-bracketが metric algebroidの括弧積 [·, ·]V
そのものであることを示した．これは，metric algebroidが表れるひとつの例となっている．はじめ

に述べた通り，DFTのゲージ対称性は倍化された時空間上の C-bracketで記述される．倍化された

時空間として，偶数次元の para-Hermitian多様体 Mを導入すると，para-complex構造によって

接束 TMは L⊕ L̃の形に分割される．L, L̃上にはそれぞれ Lie algebroidを定義できるが，これら

の Lie algebroidの間には derivation条件は成立していないことが確かめられる．すなわち，(L, L̃)

は Lie bialgebroid にはなっていない．したがって，L ⊕ L̃ 上には metric algebroid を定義でき，

C-bracketが生成する代数構造は metric algebroidであるといえる．加えて，これらの構造を手がか

りに，DFTにおいて強い拘束条件 (strong constraint)を課すということは，数学的にどのような操

作に対応するのかを探ることができる．以上の議論は，[8]で行った．
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