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概 要

Newton-Okounkov 凸体は射影多様体およびその斉次座標環上の付値から作られ
る凸体であり, トーリック多様体に対するモーメント多面体の拡張となっている. 本
稿では旗多様体上のある旗多様体束に着目し, その Newton-Okounkov凸体を一般線
形群の表現の言葉で具体的に記述する. この記述を応用することで一般線形群のテン
ソル積表現の既約分解を Newton-Okounkov凸体と関連付けることができる. 具体的
には既約成分の重複度を与える Littlewood-Richardson 係数を Newton-Okounkov
凸体から作られるある有理凸多面体の格子点の個数として実現する. 本稿の内容は
Eunjeong Lee 氏および Dong Youp Suh 教授との共同研究 [4] に基づく.

1 導入

一般線形群 G := GLn(C) とは複素 n 次正則行列全体のなす群のことである. 集合 P+

を
P+ := {(λ1, λ2, . . . , λn) ∈ Zn | λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0}

と定義し, λ ∈ P+ に対応する有限次元既約 G-加群を V (λ) とする; 2 節で V (λ) の正確
な定義を述べる. テンソル積 V (λ)⊗C V (µ) への G-作用を

g(v ⊗ w) = gv ⊗ gw

と定義すると, G-加群 V (λ)⊗C V (µ) は既約加群の直和に分解する ([5, Sect. 8.2] 参照):

V (λ)⊗C V (µ) ≃
⊕
ν∈P+

V (ν)⊕cνλ,µ .

この重複度 cνλ,µ を具体的に記述することは G の表現論における重要な問題の一つであ
る. t = diag(t1, t2, . . . , tn) ∈ G に対して, トレース tr(t : V (λ) → V (λ)) は λ に対応する
シューア多項式

sλ(t1, t2, . . . , tn) :=
det(tλi+n−i

j )1≤i,j≤n

det(tn−i
j )1≤i,j≤n

と一致することが知られている ([5, Sect. 8.3] 参照). 特に重複度 cνλ,µ はシューア多項式
の展開係数と一致する:

sλsµ =
∑
ν∈P+

cνλ,µsν .

∗E-mail address: fujita.n.ac@m.titech.ac.jp
†日本学術振興会特別研究員 (PD)



cνλ,µ を Littlewood-Richardson 係数という. Berenstein-Zelevinsky [2, Theorems 2.3,

2.4] は標準基底 (= 大域結晶基底) の理論を用いて, cνλ,µ をある具体的な有理凸多面体
の格子点の個数として実現した. 本稿では旗多様体上のある旗多様体束に着目し, その
Newton-Okounkov 凸体を用いて Berenstein-Zelevinsky のものとは異なる記述を与える.

2 テンソル積表現の幾何学的実現

B ⊂ G を上三角行列全体のなす部分群 (ボレル部分群) とし,

F ℓ(Cn) := {(0 ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vn = Cn) | dimC Vi = i, 1 ≤ i ≤ n}

とおく. このとき Cn への自然な左 G-作用は次のように F ℓ(Cn) への作用を誘導する:

g ∈ G および V• = (0 ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vn = Cn) ∈ F ℓ(Cn) に対して,

gV• := (0 ⊂ gV1 ⊂ gV2 ⊂ · · · ⊂ gVn = Cn)

とする. e1, e2, . . . , en ∈ Cn を単位ベクトルとし, 1 ≤ i ≤ n に対して Ei ⊂ Cn を
e1, e2, . . . , ei で生成される C-部分空間とする. このとき B は (0 ⊂ E1 ⊂ E2 ⊂ · · · ⊂
En = Cn) ∈ F ℓ(Cn) を固定する G の元全体の集合と一致する. そのため集合 F ℓ(Cn)

は商多様体 G/B と同一視される. これを旗多様体という. λ = (λ1, λ2, . . . , λn) ∈ P+ に
対して, G/B 上の直線束 Lλ を

Lλ := (G× C)/B

と定める. ここで B の G× C への右作用は

(g, c) · b := (gb, λ(b)c)

で与えられる;ただし b ∈ B の対角成分を d1, d2, . . . , dnとしたとき, λ(b) := dλ1
1 dλ2

2 · · · dλn
n

である. V (λ) := H0(G/B,Lλ)
∗ とおくと, V (λ) は有限次元既約 G-加群である ([5, Sect.

9.3] 参照). 非特異射影多様体 Z を

Z := (G×G)/B2

と定義する; ここで B2 の右作用は g1, g2 ∈ G および b1, b2 ∈ B に対して

(g1, g2) · (b1, b2) := (g1b1, b
−1
1 g2b2)

と定める. 写像

Z ↠ G/B, (g1, g2) mod B2 7→ g1 mod B,

により Z は G/B 上の G/B-束となっているが, これは自明束と同型である:

Z
∼−→ G/B ×G/B, (g1, g2) mod B2 7→ (g1 mod B, g1g2 mod B).

λ, µ ∈ P+ に対して, Z 上の直線束 Lλ,µ を

Lλ,µ := (G×G× C)/B2



と定める; ここで B2 の G×G× C への右作用は

(g1, g2, c) · (b1, b2) := (g1b1, b
−1
1 g2b2, λ(b1)µ(b2)c)

で与えられる. G の Z および Lλ,µ への左作用を g, g1, g2 ∈ G および c ∈ C に対して

g · (g1, g2) mod B2 := (gg1, g2) mod B2, g · (g1, g2, c) mod B2 := (gg1, g2, c) mod B2

と定める. 射影 Lλ,µ ↠ Z がこれらの作用と compatible であるため, 大域切断のなす空
間 H0(Z,Lλ,µ) は自然に G-加群となる. 上述の同型 Z ≃ G/B × G/B により, Z への
G-作用は直積 G/B×G/B への対角作用と一致する. また直線束 Lλ,µ は Lλ と Lµ の直
積と対応する. 従って G-加群としての同型

H0(Z,Lλ,µ)
∗ ≃ V (λ)⊗C V (µ)

が得られる.

3 Newton-Okounkov 凸体と一般化ストリング多面体

Newton-Okounkov 凸体は射影多様体およびその斉次座標環上の付値から作られる凸
体であり, Okounkov [13, 14, 15] によって導入された後 Kaveh-Khovanskii [8] および
Lazarsfeld-Mustata [11] によって系統的な定義がなされ, トーリック多様体の理論を一般
の射影多様体へ拡張するための枠組みとして注目されている. まず本稿で扱う Newton-

Okounkov 凸体の定義を説明する.

N := dimC(G/B) =
(n− 1)n

2

とおく. このとき dimC(Z) = 2N である. g = gln(C) を複素 n 次正方行列全体のなす集
合とし, 指数写像 exp: g → G を考える. [n− 1] := {1, 2, . . . , n− 1} とおき, i ∈ [n− 1]

に対して Fi ∈ g を (i+ 1, i)-成分のみ 1 で他の成分は 0 である n 次正方行列とする.

定義 3.1. 語 (i1, i2, . . . , iN) ∈ [n− 1]N が簡約語であるとは, 次の写像が双有理射となる
ことである:

CN → G/B,

(t1, t2, . . . , tN) 7→ exp(t1Fi1) exp(t2Fi2) · · · exp(tNFiN ) mod B.

例 3.2. 語 (1, 2, 1, 3, 2, 1, . . . , n− 1, n− 2, . . . , 1) ∈ [n− 1]N は簡約語である.

(i1, i2, . . . , iN), (j1, j2, . . . , jN) ∈ [n− 1]N を簡約語とし,

i := (i1, i2, . . . , iN , j1, j2, . . . , jN) ∈ [n− 1]2N

とおく. このとき次の写像は双有理射である:

C2N → Z,

(t1, . . . , t2N) 7→ (exp(t1Fi1) · · · exp(tNFiN ), exp(tN+1Fj1) · · · exp(t2NFjN )) mod B2.



この双有理射を用いて関数体 C(Z)を有理関数体 C(t1, . . . , t2N)と同一視する. Z2N 上の
全順序 <を次で定義する: (a1, . . . , a2N), (a

′
1, . . . , a

′
2N) ∈ Z2N に対して,ある 1 ≤ k ≤ 2N

について
a1 = a′1, . . . , ak−1 = a′k−1, ak < a′k

となるとき (a1, . . . , a2N) < (a′1, . . . , a
′
2N) とする. この全順序 < を用いて t1, . . . , t2N を

変数とする単項式たちの間の全順序 < を次で定義する: (a1, . . . , a2N) < (a′1, . . . , a
′
2N)

のとき ta11 · · · ta2N2N < t
a′1
1 · · · ta

′
2N

2N とする. 以上の準備のもとで付値 vi : C(Z) \ {0} (=

C(t1, . . . , t2N) \ {0}) → Z2N を次のように定める: f, g ∈ C[t1, . . . , t2N ] \ {0} に対して
vi(f/g) := vi(f)− vi(g) とし,

f = cta11 · · · ta2N2N + (lower terms) ∈ C[t1, . . . , t2N ] \ {0}

に対して vi(f) := −(a1, . . . , a2N) とする; ここで c は 0 でない複素数であり, “lower

terms” は上で定めた全順序 < に関して ta11 · · · ta2N2N より小さい単項式たちの線形結合で
ある.

例 3.3. G = GL2(C) とする. このとき 2N = 2 であり, f = t21t2 + t1t
2
2 + t32 ∈ C(Z) ≃

C(t1, t2) に対して vi(f) = −(2, 1) である.

定義 3.4 ([6, Sect. 3.1.1] および [9, Definition 1.10] 参照). λ, µ ∈ P+ とし, 0 でない大域
切断 τ ∈ H0(Z,Lλ,µ) を固定する. 半群 S(Z,Lλ,µ, vi, τ) ⊂ Z>0 × Z2N を

S(Z,Lλ,µ, vi, τ) :=
∪
k>0

{(k, vi(σ/τ k)) | σ ∈ H0(Z,L⊗k
λ,µ) \ {0}}

と定義する. さらにこの S(Z,Lλ,µ, vi, τ)を含む最小の実閉錐を C(Z,Lλ,µ, vi, τ) ⊂ R≥0×
R2N とし, 集合 ∆(Z,Lλ,µ, vi, τ) ⊂ R2N を

∆(Z,Lλ,µ, vi, τ) := {a ∈ R2N | (1, a) ∈ C(Z,Lλ,µ, vi, τ)}

と定める. この ∆(Z,Lλ,µ, vi, τ) を Z の Newton-Okounkov 凸体という.

注意 3.5. 0 でない大域切断 τ, τ ′ ∈ H0(Z,Lλ,µ) に対して

∆(Z,Lλ,µ, vi, τ
′) = ∆(Z,Lλ,µ, vi, τ) + vi(τ/τ

′)

が成り立つ. そのため Newton-Okounkov凸体 ∆(Z,Lλ,µ, vi, τ)は本質的に大域切断 τ の
取り方に依らない.

Newton-Okounkov 凸体 ∆(Z,Lλ,µ, vi, τ) に対して G の表現の言葉を用いた解釈を与
える. e ∈ G を単位行列とし, 旗多様体 G/B を次の閉埋め込み ι により Z の閉部分多
様体と同一視する:

ι : G/B ↪→ Z, g mod B 7→ (e, g) mod B2.

このとき ι∗Lλ,µ = Lµ なので, ι は写像

ι∗ : H0(Z,Lλ,µ) → H0(G/B,Lµ)

を誘導する.



定義 3.6. λ, µ ∈ P+とする. σ ∈ H0(Z,Lλ,µ)\{0}に対して Ωi(σ) = (a1, . . . , aN , a
′
1, . . . , a

′
N) ∈

Z2N
≥0 を

a1 := max{a ∈ Z≥0 | F a
i1
σ ̸= 0},

a2 := max{a ∈ Z≥0 | F a
i2
F a1
i1
σ ̸= 0},

...

aN := max{a ∈ Z≥0 | F a
iN
F

aN−1

iN−1
· · ·F a1

i1
σ ̸= 0},

a′1 := max{a ∈ Z≥0 | F a
j1
σ(2) ̸= 0},

a′2 := max{a ∈ Z≥0 | F a
j2
F

a′1
j1
σ(2) ̸= 0},

...

a′N := max{a ∈ Z≥0 | F a
jN
F

a′N−1

jN−1
· · ·F a′1

j1
σ(2) ̸= 0}

と定義する; ただし
σ(2) := ι∗(F aN

iN
F

aN−1

iN−1
· · ·F a1

i1
σ)

である. この非負整数の組 Ωi(σ) を σ の i に関する一般化ストリング・パラメトリゼー
ションという.

定義 3.7 ([3, Definition 4.7] 参照). 部分集合 Si,λ,µ ⊂ Z>0 × Z2N を

Si,λ,µ :=
∪
k>0

{(k,Ωi(σ)) | σ ∈ H0(Z,Lkλ,kµ) \ {0}}

と定義し, Ci,λ,µ ⊂ R≥0 × R2N を Si,λ,µ を含む最小の実閉錐とする. さらに集合 ∆i,λ,µ ⊂
R2N を

∆i,λ,µ := {a ∈ R2N | (1, a) ∈ Ci,λ,µ}

と定める. この集合 ∆i,λ,µ を一般化ストリング多面体という.

注意 3.8. 論文 [3] では表現論における結晶基底の理論を用いて一般化ストリング多面体
を定義しているが, 得られる集合 ∆i,λ,µ は同じものである ([3, Proof of Theorem 5.2] 参
照). 本稿の主結果 (定理 4.1) の証明では, こちらの結晶基底による定義を用いる (結晶
基底については [7] 参照).

R-同型写像 ω : R× R2N ∼−→ R× R2N を ω(k, a) := (k,−a) と定義する.

定理 3.9 ([3, Proposition 2.13, Corollary 5.4] 参照). λ, µ ∈ P+ とする.

(1) ある大域切断 τλ,µ ∈ H0(Z,Lλ,µ) \ {0} が存在して次が成り立つ:

Si,λ,µ = ω(S(Z,Lλ,µ, vi, τλ,µ)),

Ci,λ,µ = ω(C(Z,Lλ,µ, vi, τλ,µ)),

∆i,λ,µ = −∆(Z,Lλ,µ, vi, τλ,µ).



(2) 集合 Si,λ,µ および S(Z,Lλ,µ, vi, τλ,µ) はどちらも有限生成半群である. 特に Ci,λ,µ お
よび C(Z,Lλ,µ, vi, τλ,µ) は有理凸多面錐であり, ∆i,λ,µ および ∆(Z,Lλ,µ, vi, τλ,µ) は
有理凸多面体である.

Newton-Okounkov 凸体の一般論を適用することで, トーリック退化および完全可積分
系を構成することができる.

系 3.10 ([1, Theorem 1] 参照). Z は ∆i,λ,µ に対応する正規トーリック多様体へ平坦に
退化する.

系 3.11 ([6, Theorem B] 参照). 複素多様体としての開稠密部分集合 U ⊂ Z および Z

上の実数値連続関数の組 f1, f2, . . . , f2N が存在し, 次が成り立つ:

(1) f1, f2, . . . , f2N の U への制限は U 上の完全可積分系を与える;

(2) モーメント写像 (f1, f2, . . . , f2N) : Z → R2N の像は一般化ストリング多面体 ∆i,λ,µ

と一致する.

4 Newton-Okounkov 凸体とテンソル積表現

写像 π : R2N = RN ⊕ RN → RN を第 2 成分への射影とし,

∆̂i,λ,µ := −π(∆(Z,Lλ,µ, vi, τλ,µ))

= π(∆i,λ,µ)

とおく. i ∈ [n− 1] に対して,

αi := (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1

, 1,−1, 0, . . . , 0)

と書き, y = (y1, y2, . . . , yN) ∈ ZN に対して,

ν(y) := λ+ µ−
∑

1≤l≤N

ylαjl

とする. 次が本稿の主結果である.

定理 4.1. λ, µ ∈ P+ とする.

(1) 格子点 y ∈ ∆̂i,λ,µ ∩ ZN に既約表現 V (ν(y)) を対応させることで, 格子点集合
∆̂i,λ,µ ∩ ZN はテンソル積表現 V (λ) ⊗C V (µ) ≃

⊕
ν∈P+

V (ν)⊕cνλ,µ の直和成分と重
複度込みで 1 対 1 に対応する. 特に V (ν) の重複度 cνλ,µ は集合

{y ∈ ∆̂i,λ,µ ∩ ZN | ν(y) = ν}

の位数と一致する.

(2) y ∈ ∆̂i,λ,µ∩ZN に対して,ファイバー π−1(y)∩∆i,λ,µは V (ν(y))の簡約語 (i1, . . . , iN)

に関するストリング多面体と一致する (ストリング多面体については [2, 12] 参照).



例 4.2. (i1, . . . , iN) = (1, 2, 1, 3, 2, 1, . . . , n− 1, n− 2, . . . , 1) とする. このときファイバー
π−1(y)∩∆i,λ,µ は ν(y) ∈ P+ に対応する Gelfand-Zetlin 多面体とユニモジュラー同値で
ある ([12, Sect. 5] 参照).

例 4.3. G = GL2(C), λ = (λ1, 0), µ = (µ1, 0) ∈ P+, i = (1, 1) とする. このとき

∆i,λ,µ = {(a1, a2) ∈ R2 | 0 ≤ a2 ≤ min{λ1, µ1}, 0 ≤ a1 ≤ λ1 + µ1 − 2a2}

が成り立つ. また
∆̂i,λ,µ = {a2 ∈ R | 0 ≤ a2 ≤ min{λ1, µ1}}

であり, a2 ∈ ∆̂i,λ,µ ∩ Z は既約表現 V ((λ1 + µ1 − a2, a2)) に対応する. 実際

V (λ)⊗C V (µ) ≃
⊕

0≤a2≤min{λ1,µ1}

V ((λ1 + µ1 − a2, a2))

が成り立つ. 射影 π : R2 ↠ R は π(a1, a2) = a2 で与えられ, a2 ∈ ∆̂i,λ,µ ∩ Z に対して

π−1(a2) ∩∆i,λ,µ = {(a1, a2) | 0 ≤ a1 ≤ λ1 + µ1 − 2a2}

である. 第 1成分への射影 (a1, a2) 7→ a1 により, π−1(a2)∩∆i,λ,µ は (λ1+µ1−a2, a2) ∈ P+

に対応する Gelfand-Zetlin 多面体と同一視される.

例 4.4. G = GL3(C), λ = (λ1 + λ2, λ2, 0), µ = (µ1 + µ2, µ2, 0) ∈ P+, i = (1, 2, 1, 1, 2, 1)

とする. このとき [3, Corollary 4.15] により, 一般化ストリング多面体 ∆i,λ,µ は以下の不
等式を満たす (x1, x2, x3, y1, y2, y3) ∈ R6

≥0 全体の集合と一致する:

0 ≤ y3 ≤ min{λ2, µ1},
y3 ≤ y2 ≤ y3 + µ2,

y2 − λ2 ≤ y1 ≤ min{λ1, y2 − 2y3 + µ1},
max{y3 − λ2,−y1 + y2 − λ2} ≤ x3 ≤ −2y1 + y2 − 2y3 + λ1 + µ1,

x3 ≤ x2 ≤ x3 + y1 − 2y2 + y3 + λ2 + µ2,

0 ≤ x1 ≤ x2 − 2x3 − 2y1 + y2 − 2y3 + λ1 + µ1.

特に ∆̂i,λ,µ は以下の不等式を満たす (y1, y2, y3) ∈ R3
≥0 全体の集合と一致する:

0 ≤ y3 ≤ min{λ2, µ1},
y3 ≤ y2 ≤ y3 + µ2,

y2 − λ2 ≤ y1 ≤ min{λ1, y2 − 2y3 + µ1}.

定理 4.1 より Littlewood-Richardson 係数 cνλ,µ は λ+ µ− (y1 + y3)α1 − y2α2 = ν を満た
す (y1, y2, y3) ∈ ∆̂i,λ,µ ∩ Z3 の個数と一致する. 特に λ = µ = (2, 1, 0) とすると, ∆̂i,λ,µ は

{(y1, y2, y3) ∈ R3
≥0 | y3 ≤ 1, y3 ≤ y2 ≤ y3 + 1, y2 − 1 ≤ y1 ≤ min{1, y2 − 2y3 + 1}}

となる. 従って

V ((2, 1, 0))⊗2 ≃ V ((4, 2, 0))⊕ V ((3, 3, 0))⊕ V ((4, 1, 1))⊕ V ((3, 2, 1))⊕2 ⊕ V ((2, 2, 2))

が成り立つ.
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