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概要

力学系に対する不変測度の存在は，その力学系の統計的性質を調べる上で必要不可欠なもので

ありエルゴード理論の基本的な問題の一つである．本レポートでは，確率空間上の可測力学系に

対して，その台がほとんど全ての軌道を吸引する不変確率測度または σ-有限不変測度が存在する
ための必要十分条件について新たに得られた結果，さらにランダム力学系に応用可能なマルコフ

作用素に対して拡張した結果について報告する．

1 導入

(離散)力学系とは集合 X(相空間)と写像 T : X → X(変換)の組 (X,T )である．特に (X,F ,m)が確

率空間 (すなわち F は X の σ-代数，mは (X,F )上の確率測度)で変換 T が可測 (すなわち A ∈ F

であれば T−1A ∈ F )であるとき力学系 (X,F ,m,T )を可測力学系と呼ぶ．ここで観測可能性を意味

する確率測度 mは多くの場合ルベーグ測度など自然に導入される測度が想定されており，基本測度

と呼ばれる．力学系では初期点 x0 ∈ X を与えた時の軌道 {T nx0}n≥0 (ただし T n = T ◦ T ◦ · · · ◦ T : n回

合成)の長期予測を基礎におく．しかし当然 X 上の全ての初期点から出発する軌道を全て観測するこ

とは多くの場合難しく，その代わりに初期分布をひとつ与えた時にその分布が力学系の時間発展に

よって漸近的にどのように遷移していくかを考察する．すなわちその力学系において多くの軌道はど

こに高い頻度で滞在しているかを統計的に調べることが重要となる．まず初めに力学系の統計的性質

に関する基本的な性質を述べるために必要な定義を与える．

定義 1.1. 力学系 (X,F , µ, T )が保測力学系である (または µが不変測度である)とは，任意の A ∈ F

で µ(T−1A) = µ(A) が成立することをいう．また，力学系 (X,F , µ, T ) がエルゴード的であるとは，

T−1E = E なる集合 E ∈ F は必ず µ(E) = 0または µ(Ec) = 0を満たすことをいう．

注意 1.1. エルゴード性は力学系が次の意味で分解不可能であることを保証している．すなわち，あ
る可測集合 E があって T−1E = E が成立しているとする．この時，T−1Ec = Ec でもあるから相空間

は X = E ∪ Ec とふたつの T -不変集合に分割されることを意味する．しかし系がエルゴード的である

時 E または Ec は零集合であるから，このように相空間を互いに影響を与え合わない不変集合によっ

て分解することは測度の意味で出来ないということである．

保測力学系の基本的な性質として，以下に Boltzmannのエルゴード仮説の数学的な定式化である



Birkhoffの個別エルゴード定理を述べる．

定理 1.1 (Birkhoffの個別エルゴード理論). 保測力学系 (X,F , µ, T )について，µ(X) = 1とする．この

時任意の f ∈ L1(µ)について，

lim
n→∞

1
n

n−1∑
i=0

f ◦ T i(x)

がほとんど至る所の x ∈ X について存在する. さらに系がエルゴード的である時，任意の f ∈ L1(µ)

について

lim
n→∞

1
n

n−1∑
i=0

f ◦ T i(x) =
∫

X
f dµ

がほとんど至る所の x ∈ X で成立する．□

上述のエルゴード定理は決定論的な力学系に対して大数の法則を保証する定理である．実際，定理

内で f = 1A(可測集合 Aの定義関数)とすると，主張は

lim
n→∞

1
n

n−1∑
i=0

1T−iA(x) = µ(A)

となり，T によって Aを訪れる頻度は Aの起こる確率に一致することを意味する．

例 1.1 (2 進展開). X = [0, 1]，B を X のボレル集合族，λ を X 上のルベーグ測度とする．この空間

(X,B, λ)上で次の変換を考える：

T x =

2x x ∈ [0, 1/2)
2x − 1 x ∈ [1/2, 1].

この力学系は実数の 2進展開の表現となっている．すなわち任意の x ∈ X \ Q[0,1] は一意の 2進展開

x =
x1

2
+

x2

22 +
x3

23 + . . . (xiは 0または 1)

をもつが，今，[0] B [0, 1/2), [1] B [1/2, 1]とおくと，x ∈ X \Q[0,1] について T n−1x ∈ [0]であれば x

の 2進展開の n桁目 xn が 0，T n−1x ∈ [1]であれば xの 2進展開の n桁目 xn が 1となる．さらに簡単

な計算から (X,B, λ, T )はエルゴード的な保測変換となることが確認できる．そして上述の Birkhoff

の個別エルゴード定理の主張から，ルベーグ測度についてほとんど至る所の x ∈ X は，2進展開した

時に出現する数が 0である頻度も 1である頻度もそれぞれ共に 1/2に収束していくことがわかる．

不変測度が σ-有限な無限測度となる場合についても Hurewicz のエルゴード定理というものが知

られており ([1]参照)，それ故，力学系の統計的性質を調べる上で不変確率測度，または σ-有限な不

変測度は不可欠となるものである．しかし一般に確率空間上の変換が与えられた時，不変測度が存在

する保証はない．そのため基本測度に絶対連続な不変確率測度，σ-有限不変測度はいつ存在するかと

いう問題は古くから研究されてきた ([2, 3, 5, 6, 8, 10]参照)．ここで測度 µが測度 mに絶対連続であ

るとは m(A) = 0であれば必ず µ(A) = 0が成立することを指すが，この絶対連続性は基本測度 mで

測って起こらない事象は不変測度 µで測っても起こらないという自然な要請をしているものである．

本レポートの以下の節では基本測度に絶対連続な不変確率測度または σ-有限な不変測度が存在す

るための必要十分条件について述べる．



2 準備

この節では，力学系の時間発展を表す転送作用素，マルコフ作用素の定義と必要な道具となる誘導

作用素およびジャンプ作用素について紹介する．

確率空間 (X,F ,m)上の可測変換 T が m(A) = 0である可測集合 Aに対し m(T−1A) = 0，すなわち

確率測度 m ◦ T−1 が基本測度 mに絶対連続であるとき，T を非特異 (non-singular)変換と呼ぶ．非特

異な変換について，次のようにして転送作用素 (transfer operator/Perron-Frobenius operator)を定義で

きる．

定義 2.1. 確率空間 (X,F ,m)上の非特異変換 T : X → X に関する転送作用素 Pとは，∫
X

P f · gdm =
∫

X
f · g ◦ Tdm

(
f ∈ L1, g ∈ L∞

)
によって定まる L1 上の有界線型作用素である．

非特異変換に関する転送作用素 Pは力学系による分布の時間発展を表す作用素であり，Pn f は与

えられた初期分布 f の n-単位時間後の分布関数そのものである．

次に非特異変換に関する転送作用素の一般化であるマルコフ作用素の定義を与える．

定義 2.2. 線型作用素 P : L1 → L1 がマルコフ作用素であるとは，Pが非負なる f ∈ L1 に対し P f ≥ 0

かつ ∥P f ∥1 = ∥ f ∥1 を満たすものである時にいう．

注意 2.1. 上述の非特異変換に関する転送作用素は特にマルコフ作用素である．さらに，確率空間
(X,F ,m)上で遷移確率 P(x, A) (x ∈ X, A ∈ F )で定まるマルコフ過程が与えられた時，その遷移確率

が m(A) = 0であればほとんど全ての x ∈ X で P(x, A) = 0を満たすならば，ラドン-ニコディム微分

P f (x) =
d
∫

X f (y)P(y, ·)dm(y)

dm
(x)

(
f ∈ L1

)
によってマルコフ作用素 Pを定めることができる．よってマルコフ作用素を考えることによって決

定論的な力学系のみならずマルコフ過程で表されるランダム力学系に対しても本レポートでの結果を

応用することが可能となる．

注意 2.2. マルコフ作用素 P : L1 → L1 が与えられた時，その共役作用素 P∗ が L∞ 空間上で以下の関

係式で定まる: ∫
X

P f · gdm =
∫

X
f · P∗gdm

(
f ∈ L1, g ∈ L∞

)
.

特にマルコフ作用素が非特異変換 T で定まる転送作用素である時，P∗g = g ◦ T (g ∈ L∞) で与えら

れる．

注意 2.3. 簡単な計算から基本測度 m に絶対連続な不変確率測度 µ を求めることは，転送作用素 P

について非負 L1 関数なる不動点 dµ
dm (すなわち P dµ

dm =
dµ
dm なる関数) を求めることと同値であること

がわかる．この対応は絶対連続な σ-有限な不変測度についても成立する．すなわち P は定義域を



M σ
+ = { f :非負可測関数で

∫
· f dmが σ-有限測度 }に拡張することが可能であり，絶対連続な σ-有限

不変測度の存在は，M σ
+ 内における Pの不動点の存在と等価である．

次に，σ-有限不変測度を構成する際によく使われる誘導変換 (induced transformation)，ジャンプ変

換 (jump transformation)，さらにその一般化である誘導作用素，ジャンプ作用素について紹介する．

誘導作用素に関する詳細は [4]，ジャンプ変換に関する詳細は [10]を参照されたい．

定義 2.3. 確率空間 (X,F ,m) 上の非特異変換 T : X → X について，ある可測集合 E が存在し∪
n≥0 T−nE = X (mod m)が成立する時，E への誘導変換 TE は次のようしてほとんど至る所で定義さ

れる:
TE x = T τE (x)x

(
ただし τE(x) = min{n ≥ 1 : T nx ∈ E})．

注意 2.4. 誘導変換は，定義内の変換を E へ制限したもの TE |E で定義される (そのため仮定も弱く

E ⊂ ∪n≥0 T−nE としたもの)ことが多いが本レポートでは不変測度に関する台の性質を導出する観点

から X のほとんど至る所で定義されているものとする．

定義 2.4. 確率空間 (X,F ,m) 上のマルコフ作用素 P : L1 → L1 についてある可測集合 E が存在し

lim
n→∞

(P∗IEc )1X(x) = 0がほとんど至る所の x ∈ X で成立する時，E への誘導作用素 PE は次のようにし

て L1 上で定義される:

PE = IE P
∞∑

n=0

(IEc P)n (
ただし IE f = f · 1E : 制限作用素

)
．

注意 2.5. 誘導作用素は L1 空間上のマルコフ作用素である．さらに誘導変換 TE に関する転送作用素

は誘導作用素 PE と一致している:∫
X

f · g ◦ TEdm =
∫

X
PE f · gdm

(
f ∈ L1, g ∈ L∞

)
．

すなわち誘導作用素は誘導変換の一般化である．

定義 2.5. 確率空間 (X,F ,m) 上の非特異変換 T : X → X について，ある可測集合 E が存在し∪
n≥0 T−nE = X (mod m)が成立する時，E に関するジャンプ変換 T ∗ は次のようしてほとんど至る所

で定義される:
T ∗x = T e(x)+1x

(
ただし e(x) = min{n ≥ 0 : T nx ∈ E})．

定義 2.6. 確率空間 (X,F ,m) 上のマルコフ作用素 P : L1 → L1 についてある可測集合 E が存在し

lim
n→∞

(P∗IEc )1X(x) = 0がほとんど至る所の x ∈ X で成立する時，E に関するジャンプ作用素 P̂は次の

ようにして L1 上で定義される:

P̂ = PIE

∞∑
n=0

(PIEc )n．

注意 2.6. ジャンプ作用素は L1 空間上のマルコフ作用素である．さらにジャンプ変換 T ∗ に関する転

送作用素はジャンプ作用素 P̂と一致している:∫
X

f · g ◦ T ∗dm =
∫

X
P̂ f · gdm

(
f ∈ L1, g ∈ L∞

)
．

すなわちジャンプ作用素はジャンプ変換の一般化である．



3 主結果

この節では確率空間上のマルコフ作用素に対する σ-有限不変密度関数，または非特異変換に対す

る絶対連続な σ-有限不変測度の存在のための必要十分条件に関して得られた結果をそれぞれ述べる．

まず初めにマルコフ作用素に対する不変確率密度関数の存在に関する結果を述べる．

定義 3.1. 確率空間 (X,F ,m)上のマルコフ作用素 P : L1 → L1 が弱概周期的 (weakly almost periodic)

であるとは，任意の f ∈ L1 に関して {Pn f }n≥0 が弱位相で相対コンパクト (つまり任意の部分列 {nk}k
に対しさらなる部分列 {nki }i が取れて，任意の g ∈ L∞ に対し limi→∞

∫
X Pnki · gdmが L1 内に収束先を

持つということ)である時にいう．また，マルコフ作用素 Pが平均エルゴード的 (mean ergodic)であ

るとは，任意の f ∈ L1 に関して limn→∞
1
n
∑n−1

i=0 Pi f が L1-ノルムで収束することを言う．

定理 3.1 (T1). 確率空間 (X,F ,m) 上のマルコフ作用素 P : L1(m) → L1(m) について以下は同値で

ある：

1 Ph = hなる h ∈ L1
+ が存在し， lim

n→∞
P∗n1[h>0](x) = 1がほとんど至る所の x ∈ X で成立；

2 {Pn1X}n≥0 が弱位相で相対コンパクト；

3 Pが平均エルゴード的；

4 Pが弱概周期的．□

特にマルコフ作用素が非特異変換に関する転送作用素である時，上記の定理は次のように書き換え

られる．

系 3.2 (T2). 確率空間 (X,F ,m)上の非特異な変換 T : X → X について以下は同値である：

1 絶対連続な不変確率測度 µが存在し
∪

n≥0 T−n[ dµ
dm > 0] = X mod mを満たす；

2 任意の ε > 0についてある δ > 0が存在し，m(A) < δならば supn≥0 m(T−nA) < εを満たす；

3 各 E ∈ F について， lim
n→∞

1
n

n−1∑
i=0

m ◦ T−i(E)が存在．□

注意 3.1. 系 3.2内の条件 1は絶対連続な不変確率測度の台がほとんど全ての T による軌道を最終的

に吸引することを主張している．この条件は力学系 (X,F ,m,T )がエルゴード的である時は必ず満た

される条件である．

次に定理を述べるために必要な保存領域 (conservative part)と散逸領域 (dissipative part)の定義を

与える．

定義 3.2. 確率空間 (X,F ,m)上のマルコフ作用素 P : L1 → L1 に対し，その保存領域 Cは

C =

x ∈ X :
∞∑

n=0

Pn1X(x) = ∞


で与えられ，散逸領域 Dは D = X \ Cで与えられる．



注意 3.2. 特にマルコフ作用素が非特異変換に関する転送作用素である時，その散逸領域 D は
T−iW ∩ T− jW = ∅ (i , j)となるような可測集合W(このようなW を遊走集合 (wandering set)と呼ぶ)

たちの和集合で与えられることが知られている．

定義 3.3. 確率空間 (X,F ,m)上のマルコフ作用素に対する保存領域 C，散逸領域 Dについて，X = C

の時その系を保存的 (conservative)，X = Dの時その系を散逸的 (totally dissipative)とそれぞれ呼ぶ．

また P∗1C ≥ 1C という性質から本質的に保存的 (essentially conservative)という定義を，mに関して

ほとんど至る所の x ∈ X で limn→∞ P∗n1C(x) = 1が成立している時に与える．

注意 3.3. 非特異変換 T を考えた時，全体空間 X は

X =
∪
n≥0

T−n
C ∪
∩
n≥0

T−n
D

と分割されるが，X =
∪

n≥0 T−nCであることが本質的に保存的であることと同値である．

注意 3.4. マルコフ作用素に非負なる不動点 h ∈ L1 が存在する場合，hの台について [h > 0] ⊂ Cが成
立する．よって定理 3.1，系 3.2の条件が成立する時，系は本質的に保存的である．

最後に主結果であるマルコフ作用素に対する σ-有限不変密度関数の存在に関する結果を述べる．

定理 3.3 (T3). 確率空間 (X,F ,m) 上のマルコフ作用素 P : L1(m) → L1(m) について以下は同値で

ある：

1 Ph = h なる h ∈ M σ
+ と可測集合 A ⊂ [h > 0] ∩ C が存在し，

∫
A hdm < ∞ を満たし更に，

lim
n→∞

(P∗IAc )n1X(x) = 0がほとんど至る所の x ∈ X で成立；

2 ある可測集合 E 上の誘導作用素 PE に対し PEh0 = h0 なる h1 ∈ L1
+ が存在し，[h0 > 0] = E を

満たす；

3 ある可測集合 E に関するジャンプ作用素 P̂が弱概周期的．□

注意 3.5. 定理 3.3の条件 1，2が成立する時，系は本質的に保存的である．

特にマルコフ作用素が非特異変換に関する転送作用素である時，上記の定理は以下のようにか

ける．

系 3.4 (T4). 確率空間 (X,F ,m)上の非特異な変換 T : X → X について以下は同値である：

1 絶対連続な σ-有限不変測度 µと可測集合 A ⊂ [ dµ
dm > 0] ∩ Cが存在し，µ(A) < ∞を満たし更

に，
∪

n≥0 T−nA = X mod mを満たす；

2 ある可測集合 E 上の誘導変換 TE に対し m |E に同値な不変確率測度が存在；
3 ある可測集合 Eに関するジャンプ変換 T ∗が絶対連続な不変確率測度 νを持ち，

∪
n≥0 T ∗−n[ dν

dm >

0] = X mod mが成立．□

注意 3.6. 定理 3.3および系 3.4内の条件 3はジャンプ作用素，ジャンプ変換に対し定理 3.1，系 3.2

内の同値条件をそれぞれ満たすことと対応している．



定理 3.3，系 3.4は本質的に保存的である系の絶対連続な σ-有限不変測度の存在に関する主張であ

るが，今後の展望として，散逸領域が残り続ける系 (すなわち
∩

n≥0 T−nDが正の測度で存在する系)

について，絶対連続な σ-有限不変 (無限)測度が存在するための必要十分条件について考察していく．

4 具体例

この節では，得られた結果を応用することが可能なランダム力学系の具体例を与える．

例 4.1. 単位区間のルベーグ空間 ([0, 1],B, λ)上の非特異変換 T : [0, 1] → [0, 1]を任意に与えた時，

この力学系に加法的ノイズを与えたランダム力学系 {Xn}n≥0 を確率空間 (Ω,A , ν)上の確率変数とし

て次のように考える：
Xn+1(ω) = T Xn(ω) + ξn(ω) mod 1

(ω ∈ Ω, n ≥ 0)．ただし，X0, ξ0, ξ1, . . . は独立な [0, 1]値確率変数で初期分布 X0 は確率密度関数 f0
に，ノイズの列 ξ0, ξ1, . . . は同じ確率密度関数 gにそれぞれ従うとする．この時，

ν ({ω ∈ Ω : Xn(ω) ∈ A}) =
∫

A
Pn f0dλ (A ∈ A )

の意味で時間発展を表すマルコフ作用素は次のように与えられる：

P f (x) =
∫

[0,1]
f (y)

 1∑
i=0

g(x − Ty + i)

 dλ(y)．

[9]の結果から，このマルコフ作用素 Pは弱概周期的であることがわかる．よって定理 3.1からこの

マルコフ作用素 Pは不変確率密度関数 hを持ち，hの台は lim
n→∞

P∗n1[h>0] = 1を満たす．

例 4.2. 単位区間のルベーグ空間 ([0, 1],B, λ)上のふたつの非特異変換 T1,T2 : [0, 1] → [0, 1]を次で

与える：

T1x =


x

1 − x
x ∈ [0, 1/2)

−2x + 2 x ∈ [1/2, 1],

T2x =


x

1 − x
x ∈ [0, 1/2)

2x − 1 x ∈ [1/2, 1].

このふたつの変換から次のマルコフ過程の遷移確率を考える：

P(x, A) = p1T−1
1 A(x) + (1 − p)1T−1

2 A(x) (x ∈ [0, 1], A ∈ B)．

ただし 0 ≤ p ≤ 1はパラメータであり，p = 0または 1の時は決定論的な力学系となり λに同値な σ-

有限不変無限測度をそれぞれ持つことが知られている ([10]参照)．このランダム力学系は，確率 pで

T1 を，確率 1 − pで T2 をそれぞれ選択し反復していく系である．[7]の結果からこのランダム力学

系を表すマルコフ作用素 Pについて，集合 [1/2, 1]に関するジャンプ作用素が弱概周期的となること

がわかる．すなわち定理 3.3の具体例となることがわかる．すなわち σ-有限不変密度関数 hを持ち

集合 A = [1/2, 1] ⊂ [h > 0] ∩ Cが lim
n→∞

P∗n1Ac = 0を満たす．
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