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本稿では分野外の方向けに可積分判定およびその周辺の入門的な内容を紹介する．不十分な議論や
不正確な記述が多くなるが，その点はご容赦願いたい．

1 可積分性についての導入と歴史
常微分方程式 (ODE)を「解く」ことを考える．次の事実は基礎的だが重要である．

定理 1 (ODEの初期値問題の局所解の存在と一意性). 常微分方程式の初期値問題

dx

dt
= f(x, t), x ∈ Rn, f : Rn × R → Rn

x(t0) = x0

に対して，f が xについてリプシッツ連続ならば時間局所解は存在して一意的である．

より正確な主張や詳細については常微分方程式の教科書を参照されたい．この定理は局所解につい
てしか存在と一意性を保証しないが，発見的に大域解を見つけた場合には，上の定理によって一意性
は従う．
一般解を求めることを考えよう．そのためにいくつかの基本的な例を復習しておく．

例 1. ẋ = f(x), x ∈ R, f(x) ̸= 0

は ẋ
f(x) = 1より t+ C =

�
dx
f(x)（C：任意定数）．F (x) :=

�
dx
f(x) とし，逆関数 F−1 を許せば

x = F−1(t+ C)

と解くことができる．

例 2. ẋ = x/t, x ∈ R, t ̸= 0

は u = x/tと置くことで u+ tu̇ = uとなるので u = C（C:任意定数）となり一般解 x = Ctである．
（注意：変数分離法でも解くことができる．）

例 3. ẍ = x− x3, x ∈ R
は両辺に ẋ をかけて積分すると，H(x, ẋ) = 1

4 (2ẋ
2 − 2x2 + x4) とおけば方程式の解 x に対して

H(x, ẋ) = C（C：任意定数）となる．ẋについて整理すれば ẋ = ±
�

2C + x2 − x4/2という一階
の微分方程式になり，例 1に帰着される．H(x, ẋ)のように，方程式の解に対し一定であるような関
数を保存量または第一積分と呼ぶ．



例 1,2,3は代表的な「解くことができる」例といえる．参考として「素朴には解けない」例もあげ
ておこう．どのような意味で「解けない」のか，なぜ「解けない」のかについてはここでは省略する．

例 4. Airy方程式：ẍ = tx, x ∈ R.

例 5. Duffing方程式：ẍ = x− x3 + ε cos t, x ∈ R. ここで εは微小パラメータ．

1.1 可積分性

常微分方程式が解けることの背景の一つとして例 2のように保存量を見つけることにより，一つの
変数について解く（保存量が定める超曲面に方程式を制限して考える）ことで方程式の次元を下げる
ことが考えられる．また，例 3のような変数変換の背景には対称性があり，これを見つけることでや
はり方程式の次元を下げることができる．これらによって方程式の次元が 1次元にまで下がれば，例
1より，方程式は解けるといえる．さらに，ハミルトン系と呼ばれる数理物理学的に自然な方程式系
（これは偶数次元の系になっている）では保存量の存在と対称性の存在が対応していることが知られ
ており（Noetherの定理），そのため方程式の次元を１次元まで下げるには，方程式の次元の半分の
保存量があればよい．簡単のためユークリッド空間に限って，これを定式化しよう．
関数 H(x1, ..., xm, y1, ..., ym) : R2m → Rに対するハミルトンベクトル場とは次式で与えられるも
のである：

XH(x1, ..., xm, y1, ..., ym) =

�
∂H

∂y1
, ...,

∂H

∂ym
,− ∂H

∂x1
, ...,− ∂H

∂xm

�⊤
.

このとき，H はハミルトニアンと呼ばれ，ハミルトンベクトル場で定まる力学系（微分方程式系）
をハミルトン系という．

定義 1. ハミルトンベクトル場 XH が Liouville可積分
:⇔ m個の関数 F1 = H, ..., Fm が存在して次を満たす：

• {Fi, Fj} =
�m

k=1

�
∂Fi

∂yk

∂Fj

∂xk
− ∂Fi

∂xk

∂Fj

∂yk

�
= 0.

• dF1, ..., dFn は稠密な開集合上一次独立である．

また Fi が全て解析関数である場合には解析的可積分と呼ぶなど，関数のクラスに応じて可積分性の
クラスを定義する．

ハミルトンベクトル場が Liuouville 可積分であるとき，この方程式は求積法によって解くことが
できることが知られており，これは幾何学的には解軌道がトーラス上の線形フローに変換可能なこと
として捉えられることが知られている（Liouville-Arnoldの定理 [1]）．また，

• {Fi, Fj} = XFi
(Fj) = −XFj

(Fi).

• [XFi , XFj ] = X{Fi,Fj}

であるので，{Fi, Fj} = 0は

• 関数 Fj はハミルトンベクトル場 XFi
の保存量であり，かつ関数 Fi はハミルトンベクトル場



XFj の保存量である．
• ハミルトンベクトル場 XFi

と XFj
は Lie 括弧の意味で可換である．つまり XFi

の定めるフ
ローと XFj

の定めるフローは互いに可換である．

ということを意味する．定義のうちの一次独立性に関する条件は，例えば H(x, y) = const と
H2(x, y) = constは方程式の次元を下げる上では本質的に同じものであるので，そのようなものを
避けるために課す条件である．歴史的な流れとしては随分と後になるが，ハミルトン系の Liouville

可積分性を一般の自律的力学系に拡張したものとして，しばしば Bogoyavlenskij [3]による次の可積
分性も用いられる．

定義 2. n 次元可微分多様体上の滑らかなベクトル場 X が定める自律的力学系 ẋ = X(x) が
Bogoyavlenskijの意味で可積分である [3]とは次の条件を満たすベクトル場 X1 = X, ...,Xr と関
数 F1, ..., Fn−r が存在することをいう：

(i) [Xi, Xj ] = 0であり X1, ..., Xr は稠密な開集合上一次独立である．
(ii) Xi(Fj) = 0であり dF1, ..., dFn−r は稠密な開集合上一次独立である．

特に，ハミルトンベクトル場が Liouville可積分であるときには，n = 2mとして，r = mかつXi

が Fi に対するハミルトンベクトル場であるとすれば，Bogoyavklenskij可積分である．この意味で
Bogoyavklenskij可積分性は Liouville可積分性の拡張になっている．また，Bogoyavlenskij可積分
であるときには Liouville-Arnoldの定理と同様の主張も成り立つことが知られている．

1.2 Poincaréによる制限三体問題の研究

与えられた系に対して可積分性を考えるのは自然な問であるが，それに答えるのは非常に難しい．
可積分であることを示すには保存量あるいは可換なベクトル場を見つければよいが，一般に見つける
のは困難であるし，逆に可積分でないことを示すにはどんな関数やベクトル場も保存量や可換なベク
トル場にはなり得ないことを確認しなければならないためである．どんな系も実は可積分であるか，
あるいは非可積分な系が存在するのかさえ全くわかっていない状況の中，当時大きな関心が寄せられ
ていた多体問題に対し Poincaréは制限三体問題の非可積分性を証明した [7]．実際には，可積分な 2

自由度ハミルトン系が摂動を受ける場合に対して，摂動パラメータについて解析的な第一積分で，ハ
ミルトニアンと独立なものが存在しないことを一般的な条件のもとで示し，制限三体問題にこれを適
応している．これは，摂動を受けるハミルトン系の可積分性に関する代表的な結果のひとつであり，
非摂動系における第一積分や対応する可換なハミルトンベクトル場が，一般的に摂動によって失われ
ることを意味する．
また，解析的なアプローチだけでなく，解軌道の挙動に着目して現在でいうところの力学系的な観
点から制限三体問題を考えていくことで，Poincaréは安定多様体と不安定多様体の横断的交差とい
う現象に至った．これは現在ではカオスと呼ばれる現象の一つとして知られており，この振る舞いの
メカニズムを簡略化したものの一つとして馬蹄写像というものが知られている．対象の系がこのよう
なカオスの機構を持つことを解析する手法として代表的なものの一つに以下のメルニコフの方法が知
られている．



1.3 メルニコフの方法

ここでは横断的ホモクリニック軌道の存在を解析するための手法として知られるメルニコフの方法
について概説する．その標準的な方法 [4, 8]では，次のような１自由度ハミルトン系が周期的摂動を
受ける場合が取り扱われる．

ẋ = XH(x) + εg(x, θ), θ̇ = 1 (1)

ここで，εは微小パラメータを表し，x = (x1, y1)
⊤ ∈ R2，θ ∈ S1 = R/TZ (T > 0は定数) である．

また， H : R2 → R および g : R2 × S1 → R2 は，それぞれ，C3 級および C2 級である．H(x)が非
摂動系のハミルトニアンである．次を仮定する．

(M) ε = 0のとき，式 (1)においてホモクリニック軌道 q0(t)を有する双曲的鞍点 pが存在する．
すなわち，

(i) XH(p) = 0

(ii) 行列

⎛

⎝
∂2H
∂x2

1

∂2H
∂x1∂y1

∂2H
∂x1∂y1

∂2H
∂y2

1

⎞

⎠ (p)は実部が正の固有値と実部が負の固有値を一つずつ持つ．

(iii) q0(t) → p (t → ±∞)

このとき，ホモクリニック軌道に対するメルニコフ関数

M(τ) :=

� ∞

−∞
DH(q0(t)) · g(q0(t), t+ τ)dt (2)

が単純な零点をもつならば，ε > 0が十分小さいとき，式 (1)において横断的ホモクリニック軌道が
存在する [4]．これは系の軌道の中に馬蹄写像が埋め込まれており，軌道がカオス的に振る舞うこと
を意味している．
また，余談であるが，これと類似した手法により，摂動系における周期軌道の存在を示すこともで
きる．条件 (M)の代わりに，次を仮定する．

(M’) ε = 0のとき，式 (1)は周期 Tα の周期軌道の 1パラメータ族 qα(t)，α ∈ (−1, 0)，をもつ．

このとき，lTα = mT (l,m ∈ Nは互いに素) を満たし，周期軌道に対するメルニコフ関数

Mm/l(τ) :=

� mT

0

DH(qα(t)) · g(qα(t), t+ τ)dt (3)

が単純な零点をもつならば，ε > 0が十分小さいとき，式 (1)において周期mT の周期軌道 (m次分
数調波またはm/ℓ次超分数調波) が存在する [4, 8]．

Poincaréは制限三体問題の研究でカオス現象に出会っていたわけであるが，実現象においてカオ
ス挙動が広く知られるにはコンピュータシミュレーションの発達を待つ必要があった．コンピュータ
シミュレーションによってようやくカオス挙動が視覚化されたのである．
一方で，カオス的に振る舞う系の多くは非可積分であることが知られており，非可積分であればカ
オス挙動を示すことが期待されるため，カオス挙動のような複雑な挙動を捕えるにあたって，系の非
可積分性を示すことも重要であると考えられるようになってきた．



2 可積分判定手法
連続力学系の可積分性を判定する方法は現在ではいくつかの方法が知られているが，ここでは変分
方程式に着目した手法を紹介する．

2.1 変分方程式

自律的な n次元連続力学系を考える：

ẋ = f(x), x ∈ Kn (4)

ただし f = (f1, ..., fn)
⊤ : Kn → Kn は適当な滑らかさを持つベクトル場であり，K = Rまたは C

である．(4)が特解 x = φ(t)を持つとする．このとき (4)の x = φ(t)まわりの変分方程式とは次式
で与えられる時間依存する係数行列を持つ線形微分方程式系である：

ξ̇ = Df(φ(t))ξ, ξ ∈ Kn (5)

ただし

Df(φ(t)) =

⎛

⎜⎝

∂f1
∂x1

. . . ∂f1
∂xn

...
. . .

...
∂fn
∂x1

. . . ∂fn
∂xn

⎞

⎟⎠ (φ(t)).

変分方程式 (5)は元の方程式 (4)において x(t) = φ(t) + εξ(t) +O(ε2)としたときの εについての一
次の項がしたがう方程式である．変分方程式は元の方程式の性質をよく反映しており次のようなこと
がしたがう．

命題 1. 連続力学系 (4)が保存量（第一積分）F (x)を持つとする．このとき (4)の x = φ(t)まわり
の変分方程式 (5)は時間依存する第一積分 DF (φ(t)) · ξ を持つ．

一般に，時間依存する線形微分方程式の解析も難しいが，非線型方程式を解析するよりは容易で
あることが期待される．このような性質に着目し，さらに複素化して特異点解析の視点に立ったハ
ミルトン系の可積分判定手法として，モノドロミー群を用いた Ziglin解析や，その延長として微分
Galois群を用いた Morales-Ramis 理論 [6]，これを一般の自律的力学系に拡張した Ayoul-Zungに
よる結果 [2]などが知られている．

定理 2 (Morales-Ramis, Ayoul-Zung). 連続力学系 (4) が有理型可積分であるならば，(4) の特解
x = φ(t)まわりの変分方程式 (5)の微分 Galois群 G = DGal(L/M(φ(t)))の単位成分は可換であ
る．ここで Lは (5)の Picard-Vessiot拡大，M(φ(t))は φ(t)が定める Riemann面上の有理型関数
体である．

微分ガロア群と Picard-Vessiot拡大の定義は [6]を参照されたい．この定理により，可積分性の障
害を微分ガロア群によって見つけられる．こうした可積分判定手法は強力であるものの，現在でも系
の可積分性の分類は一般には分かっていない（部分的な結果として斉次ポテンシャル系の可積分性は
分類されている）．



また，Morales-Ruiz [5]は，式 (1)が ε > 0のときも (非自励的な)ハミルトン系となる場合に対
して，ホモクリニック軌道まわりの変分方程式の微分ガロア群が可換になるならば，ホモクリニック
軌道に対するメルニコフ関数 (2)が恒等的に零となることを示している．

3 第一積分，周期軌道，可換なベクトル場の保存
以上のようなことから，一般に解析的に解くことが不可能で，カオスのような複雑な挙動を示す可
能性のある力学系に対して，周期軌道やホモクリニック軌道，第一積分や可換なベクトル場を求め
る，あるいはそれらの存在を示すことは力学系の研究において基本的かつ重要な問題の一つといえ
る．最近 (1)のような摂動系のように，周期軌道あるいはホモクリニック軌道と，第一積分あるいは
可換なベクトル場をもつ微分方程式系が摂動を受けるとき，それらが微小変化を許して存在し続ける
ための必要条件，すなわち，それらが保存されないための十分条件が得られたので，以下ではその結
果を紹介する．

M を向きづけられたパラコンパクトな C3 級 n次元実多様体とする．以下では，ベクトル場はす
べてM 上で C2 級，第一積分は C3 級とする．また，パラメータ εに依存する場合は，それらは ε

について C2 級とする．
Xε をM 上のベクトル場で， Xε = X0 + εX1 +O(ε2)であるとする．

3.1 周期軌道

以下を仮定する．

(A1) 定数 T > 0に対して X0 は T -周期軌道 γ(t)をもつ．
(A2) X0 は定数でない第一積分 F をもつ．

Γ = {γ(t) : t ∈ [0, T ]}とする．また，次の積分を定義する：

IF,γ :=

� T

0

dF (X1)(γ(t))dt (6)

定理 3. 条件 (A1)と (A2)を仮定する．Xε が Γの近傍において第一積分 Fε = F +O(ε)をもつな
らば，IF,γ = 0が成立する．

定理 4. 条件 (A1)と (A2)を仮定する．Xε が周期 Tε = T + O(ε)の周期軌道 γε で γ0 = γ を満た
すものをもつならば，IF,γ = 0が成立する．ここで，ε = 0のときの γε を γ0 とする．

定理 3と定理 4は，IF,γ ̸= 0であるならば摂動系において第一積分 F と周期軌道 γ(t)が保存し
ていないことを意味する．
条件 (A1)と (A2)に加えて，次を仮定する．

(A3) X0 は可換なベクトル場 Z をもつ．



次の積分を定義する：

JF,Z,γ :=

� T

0

dF ([X1, Z])(γ(t))dt

ここで，[ ·, · ]はリー括弧である．

定理 5. 条件 (A1)，(A2) と (A3) を仮定する．Xε が Γ の近傍において可換なベクトル場 Zε =

Z +O(ε)をもつならば，JF,Z,γ = 0が成立する．

3.2 周期軌道に対するホモクリニック軌道

条件 (A1)の代わりに次の条件を考える：

(A1)’ X0 は周期軌道 γ(t)に対するホモクリニック軌道 γh(t)をもつ．

Γ = {γ(t) : t ∈ R}および Γh := Γ ∪ {γh(t) : t ∈ R}とする．まず γ(t)が平衡点 x0 であるときには
形式的な積分 ĨF,γh,x0

を

ĨF,γh,x0
:=

� ∞

−∞
dF (X1)(γh(t))dt.

と定め，γ(t)が平衡点でないときには，点 x0 ∈ Γにおける周期軌道 γ(t)に対するポアンカレ断面 Σ

を固定し，形式的な積分 ĨF,γh,x0
を

ĨF,γh,x0
:= lim

k,l→+∞

� T
x0
l

T
x0
−k

dF (X1)(γh(t))dt. (7)

と定める．ただし，{T x0
i }∞i=−∞は，γh(t)が断面 Σを交差する時刻列を表し，T x0

i → ±∞(i → ±∞)

である．

定理 6. 条件 (A1)’と (A2)を仮定する．Xε が Γの近傍において第一積分 Fε = F +O(ε)をもつな
らば，ĨF,γh,x0

は 0に収束する．

定理 7. 条件 (A1)’と (A2)を仮定し，さらに Xε が周期軌道 γε で γ0 = γ を満たすものを持つと仮
定する．このとき，Xε が周期軌道 γε に対するホモクリニック軌道 γh

ε で γh
0 = γh を満たすものをも

つならば，ĨF,γh,x0
は 0に収束する．

4 メルニコフの方法との関係
再び，式 (1)を考える．条件 (M)の下で，lTα = mT (l,m ∈ Nは互いに素) ならば，ε = 0のと
き，任意の τ ∈ [0, T ]に対して，γ̂

m/l
τ (t) = (qα(t), t + τ)は mT -周期軌道となる．定理 3における

積分 (6)は

I
H,γ̂

m/l
τ

=

� mT

0

DH(qα(t)) · g(qα(t), t+ τ)dt

となり，式 (3)で定義された，周期軌道に対するメルニコフ関数Mm/ℓ(τ)に一致する．定理 3より
次を得る．



定理 8. 条件 (M)を仮定する．式 (1)が第一積分 Hε = H + O(ε)をもつならば，Mm/ℓ(τ)は恒等
的に零である．

また，条件 (M’)の下で，ε = 0のとき，任意の τ ∈ [0, T ]に対して，γ̂τ (t) = (q0(t), t+ τ)は周期
軌道 (x, θ) = (p, t+ τ)に対するホモクリニック軌道となる．定理 6における積分 (7)は

IH,γ̂τ
=

� ∞

−∞
DxH(q0(t)) · g(q0(t), t+ τ)dt

となり，式 (2)で定義された，ホモクリニック軌道に対するメルニコフ関数M(τ)に一致する．よっ
て，定理 8と同様に次が成り立つ．

定理 9. 条件 (M)’を仮定する．式 (1)が第一積分Hε = H +O(ε)をもつならば，M(τ)は恒等的に
零である．
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