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1 磁場が存在する場合の量子化

外的な磁場が存在する d次元空間Rd (d ∈ N)の中を運動する，電荷 λ ∈ Rの荷電粒子 1個からなる古典力学
系の量子化を考える. d次の実行列全体Md(R)に値をとる，R上の有界な C∞級関数の全体を C∞

b (R,Md(R))
とし，磁場 B = (Bj,k)j,k=1,··· ,d はこの関数空間に属するとする.すなわち B ∈ C∞

b (R,Md(R)). 磁場 B に対

応するベクトルポテンシャルは
Bjk = ∂jAk − ∂kAj

をみたす実ベクトル場 A = (Aj)
d
j=1 として定義される. ただし，ゲージ変換の任意性がある. ここで，∂j :=

∂/∂xj，x = (x1, · · · , xd) ∈ Rd である.このとき，系の量子化は Hilbert空間H ，H の稠密な部分空間 D，

およびH 上の自己共役作用素の集合 {Qj , Pj |j = 1, · · · , d}からなる三つ組 (H ,D , {Qj , Pj |j = 1, · · · , d})
で次の二つの性質を持つものによって与えられる:

1. 各 j = 1, . . . , dに対して，D ⊂ D(Qj) ∩D(PA
j )かつ QjD ⊂ D , PA

j D ⊂ D .ここで，Hilbert空間上
の線形作用素 Aに対して，D(A)は Aの定義域を表す.

2. D 上で次の交換関係が成立する ([A,B] := AB −BA) :

[Qj , Qk] = 0, [PA
j , P

A
k ] = iλℏBjk, [Qj , P

A
k ] = iℏδjk, j, k = 1, · · · , d (1)

ただし，i は虚数単位，ℏ = h/2π(h は Planck 定数で数学的には正のパラメータとみなし,ℏ = ε と表す. ま
た，δjk はクロネッカーのデルタである. (1) の関係式を一般化された正準交換関係という．特に正準交換
関係のことを CCR と略す. また，Hilbert 空間 H 上の可閉線形作用素 A の閉包を A とする. この三つ組
(H ,D , {Qj , Pj |j = 1, · · · , d})の代わりに，Hilbert空間H とWeyl型の交換関係
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eitP
A
j eisP

A
k = e

−iλ
∫
[x.x+tej+s+ek]

A
eisP

A
k eitP

A
j , (4)

をみたす自己共役作用素の組 {Qj , P
A
j }dj=1 の組を考えてもよい. この組 (H , {Qj , P

A
j }dj=1)を CCRのWeyl

型表現という. xから y に沿った 1次微分形式 Aの積分は以下のように表す:

ΓA[x, y] :=

∫
[x,y]

A

以下では Hilbert空間として L2(Rd)を,稠密な部分空間として急減少関数空間S (Rd)を対応させる.作用素
Qj は xj による掛け算作用素 (位置の作用素) Qj = x̂j に,作用素 PA

i は運動量作用素 PA
i = −iℏ∂i − λAi(x̂)



に対応させることで (1) をみたすようにな自己共役作用素の組を定めることができる. Rd の余接バンドル

T ∗Rd でシンプレクティック形式 σ =
∑d

j=1 dξj ∧ dxj を持つものを Ξと表す.このとき C∞(Ξ,R)の元を古
典物理量と呼ぶことにする. 以後用いる基本的な道具は磁気的 Weyl 量子化である. 次に，これについて言及
する.

2 磁気的Weyl量子化

2.1 磁気的Weyl量子化の定義

物理量 f のWeyl量子化は 1927年に H.Weylによって [16]において，形式的に

Op[f ] =
1

(2π)d

∫
Ξ

dYFσ[f ](Y )ei(η·Q−y·P ) (5)

として与えられた. (5)は J. J. Kohnと L. Nirenbergらによって [6]において，

(Op[f ]u)(x) =
1

(2π)d

∫
Rd

∫
Rd

dξdyei
(x−y)

ε ·ξf

(
x+ y

2
, ξ

)
u(y)

として形が得られることが言及されている．この観点から，Weyl量子化は擬微分作用素の手法を用いること
ができる．磁気的Weyl量子化はM. Măntoiuと R. Puriceらによって，以下の形で定義されている．

定義 1. 磁場 B ∈ C∞
b (Rd,Md(R))とベクトルポテンシャル A ∈ C∞

pol(Rd,Rd)は B = dAをみたすとし，以

後断りがない限り，磁場とそのベクトルポテンシャルはこの元とする. 物理量 f ∈ S (Ξ) に対して，作用素

OpA : S (Ξ) → B(L2(Rd))を

OpA[f ] =
1

(2π)d

∫
Ξ

dYFσ[f ](Y )ei(η·Q−y·PA)

で定める．作用素 OpA[f ] を f の磁気的 Weyl 量子化という．ここで，Fσ[f ] は f のシンプレクティック

Fourier変換のことで，
Fσ[f ](Y ) =

1

(2π)d

∫
Ξ

dY eiσ(Y,Y
′)f(Y ′)

である．また
WA

ε,λ(Y ) := ei(η·Q−y·PA)

とする．一般化された CCRのWeyl型表現は (L2(Rd), {WA
ε,λ(Y )}Y ∈Ξ)が定めている．

2.2 磁気的Wigner変換

この小節では定義 1において量子化する対象を広いクラスに拡張する.量子力学の文脈では状態 ψ をと物理

量 OpA[f ]を固定したとき ψ に関する期待値を計算することができる.よって，OpA を S (Ξ) × S (Ξ)上の

半双線型形式 ⟨·,OpA[f ], ∗⟩として考える. ψ,φ ∈ S (Ξ), f ∈ S (Ξ)に対して，

⟨φ,OpA[f ]ψ⟩ =
∫
Ξ

dYFσ[f ](Y )⟨φ,WA
ε,λ(Y )ψ⟩

=

∫
Ξ

dXf(X)Fσ[⟨φ,WA
ε,λ(·)ψ⟩](−X) (6)

を得る．



定義 2. 作用素 W A
ε,λ : S (Rd)× S (Rd) → S (Ξ)を

W A
ε,λ(ψ,φ)(x, ξ) := Fσ[⟨φ,WA

ε,λ(·)ψ⟩](−X), (ψ,φ ∈ S (Rd)) (7)

で定める．これを磁気的Wigner変換と呼ぶ．

磁気的Wigner変換を定義通りに計算すると，

W A
ε,λ(ψ,φ)(x, ξ) =

1

(2πε)
d
2

∫
Rd

dy e−iy·ξe−iλΓA[x−ε y
2 ,x+ε y

2 ]φ
(
x− ε

y

2

)
ψ
(
x+ ε

y

2

)
を得る．これはヤコビ行列の値が 1 になるような変数変換をした急減少関数 φ,ψ を変数 ξ に関して部分

Fourier変換したものである．よって W A
ε,λ(ψ,φ) ∈ S (Ξ)である．この議論から，(6)は f ∈ S ′(Ξ)に対して

も意味を持つ．

注 3. (6)は古典物理量 f に W A
ε,λ(ψ,φ)の重みをつけて積分をすると，量子力学的な物理量の行列要素や期待

値が出ることを意味する．Wigner変換は物理的には密度行列と関連が深い．これに関する解説は [4],[7]が詳
しい．

(6)を再び変形すると，

⟨φ,OpA[f ]ψ⟩ =
∫
Rd

x

dxφ(x)×

{
1

(2πε)d

∫
Rd

ξ

∫
Rd

y

dξdy ei
(x−y)

ε ·ξe−iλΓA[x,y]f

(
x+ y

2
, ξ

)
ψ(y)

}
(8)

を得る．これはシンボルが f のWeyl型擬微分作用素に磁場の効果の項として

e−iλΓA[x,y]

を取り入れたものと解釈できる．擬微分作用素の技術を使うために擬微分作用素で扱う関数のクラスを導入

する.

定義 4. m ∈ R, 0 ≤ δ ≤ ρ ≤ 1, δ < 1とする. C∞ 級関数 f : Ξ → Cで任意のマルチインデックス α, β ∈ N0

に対して,
sup

(x,ξ)∈Ξ

∣∣∣∂αξ ∂βξ f(x, ξ)∣∣∣ ≤ C⟨ξ⟩m−ρ|α|+δ|β|,

をみたす C > 0が存在する関数の族を Hörmanderクラスシンボルと呼び, Sm
ρ,δ(Ξ)と表す. Sm

ρ,δ(Ξ)は可算セ

ミノルム系を

|f |Sm
ρ,δ,N

:= max
|α|+|β|≤N

sup
(x,ξ)∈Ξ

⟨ξ⟩−m+ρ|α|−δ|β|
∣∣∣∂αξ ∂βξ f(x, ξ)∣∣∣ .

として持つ.以降では Sm
ρ,0(Ξ)を用いる.

3 積公式,漸近展開公式, L2(Rd)有界性

擬微分作用素として OpA[f ]を扱うにあたり,自然な興味として以下の事柄がある．

• シンボルを f ∈ Sm1
ρ,0 (Ξ), g ∈ Sm2

ρ,0 (Ξ)としたとき，積 OpA[f ]OpA[g]は再び擬微分作用素になるか．

• 上で構成した積はシンボル同士の積 fg を主要項に持つような漸近展開の形で表すことができるか．



• OpA[f ]が B(L2(Rd))の元となる f の条件は何か．

これらの疑問は以下の形で解決されている．

定理 5 (Iftimie-Măntoiu-Purice[15]). f ∈ Sm1
ρ,0 (Ξ), g ∈ Sm2

ρ,0 (Ξ) に対して磁気的 Weyl productf♯Bε,λg を, 変数
Y, Z の振動積分として,

f♯Bε,λg(X) =
1

(2π)2d
Os−

∫
Ξ

∫
Ξ

eσ(X,Y+Z)ei
ε
2σ(Y,Z)×

× e−iλ
ε Γ

B [⟨x−ε( y+z
2 ),x+ε( y−z

2 ),x+ε( y+z
2 )⟩]

× Fσ[f ](Y )Fσ[g](Z)dY dZ

=
1

(πε)2d
Os−

∫
Ξ

∫
Ξ

e−i 2
εσ(Ỹ−X,Z̃−X)×

× e−iλ
ε Γ

B [⟨x−ỹ+z̃,−x+ỹ+z̃,x+ỹ+z̃⟩]f(Ỹ )g(Z̃)dỸ dZ̃

で定める.このとき, f♯Bε,λg ∈ Sm1+m2
ρ,0 (Ξ)と

OpAε,λ[f ]OpAε,λ[g] = OpAε,λ[f♯
B
ε,λg]

をみたす.

定理 6 (Lein[10],Lein[11]). ε≪ 1, λ≪ 1とする.このとき ϵ≪ 1に対して,臨界指数 nc, kc を

εnc+1 ≪ ϵ ≤ εnc , λkc+1 ≪ ϵ ≤ λkc

をみたすものとする. これに対して N := max{nc, kc} とする. f ∈ Sm1
ρ,0 (Ξ), g ∈ Sm2

ρ,0 (Ξ) の磁気的 Weyl
productf♯Bε,λg は ε≪ 1, λ≪ 1について漸近展開することができて,　 N := max{nc, kc}として選ぶと,

f♯Bε,λg =

N∑
n=0

n∑
k=0

εnλk(f♯Bε,λg)(n,k) + R̃N (9)

をみたす.ここで (n, k)次の項 (f♯Bε,λg)(n,k) は S
m1+m2−(n+k)ρ
ρ,0 (Ξ)の元で,

(f♯Bε,λg)(n,k)(X) =
∑

k0+
∑n

j=1 jkj ,
∑

j=1nkj=k

ik+k0

k0!k1! · · · kn!
Lk0
0 ((∂η, ∂y), (∂ζ , ∂z))×

×
n∏

j=1

Lkj

j ((x,−i∂η,−i∂ζ))f(Y )g(Z)
∣∣∣
Y=X=Z

をみたす.ただし各 Lj は

L0(Y, Z) :=
1

2
σ(Y, Z)

Lj(x, y, z) := − 1

j!

d∑
m1,···mj−1=1

∂xm1
· · · ∂xmj−1

Bkl(x)ykzl

(
−1

2

)j+1
1

(j + 1)2
×

×
j∑

c=1

(
j + 1
c

)
((1− (−1)j+1)c− (1− (−1)c)(j + 1))×

× ym1 · · · ymc−1zmc · · · zmj−1

で与えられる.また,剰余項 R̃N は S
m1+m2−(N+1)ρ
ρ,0 (Ξ)の元である.



注 7. 式 (9) から擬微分作用素 OpA[f ],OpA[g] の積 OpA[f♯Bg] の漸近展開は主要項が Op[fg] で摂動パラ

メータを εまたは λとして摂動展開したものと解釈できる．

定理 8 (Calderón-Vaillancourt型の定理 [15]Iftimie-Măntoiu-Purice). f ∈ S0
ρ,0(Ξ), 0 ≤ ρ < 1,の磁気的Weyl

量子化は L2(Rd)上の有界線形作用素となる.また，∥∥∥OpA[f ]
∥∥∥
B(L2(R))

≤ C sup
|α|+|β|≤m

sup
(x,ξ)∈Ξ

⟨ξ⟩ρ|α|−δ|β| ∣∣∂αξ ∂βxf(x, ξ)∣∣ (10)

4 Egorov型の定理

f が古典物理量であるとき，それに対応する量子力学的な物理量 OpA[f ]が磁気的Weyl量子化である．ハ
ミルトニアンを hとしたとき，古典物理系の時間発展はハミルトンベクトル場 HB

h によって生成される 1パ
ラメータ変換群 κ∗t によって生成される．一方,量子力学的な時間発展は hの磁気的Weyl量子化 OpA[h]を用

いて exp(i tεOpA[h])と表すことができる．古典物理量として物理量を時間発展させた場合と，量子力学的な

物理量として物理量を時間発展させた場合，これらの間の関係を特徴付けるのが Egorov型の定理である．

定理 9. Egorov型の定理 (Lein [10] 2010. ) h ∈ S2
ρ,0は実数値関数で，OpA[h]はDA := D(OpA[h]) ⊂ L2(Rd)

上の自己共役作用素とし，hの生成するハミルトンベクトル場による時間発展を κ∗t と表す．また，実数値関

数 a ∈ S0
ρ,0 に対して，

Fcl(t) := OpA[κ∗ta]

Fqm(t) := ei
t
εOpA[h]OpA[a]e−i t

εOpA[h]

このとき，CT > 0が存在して，任意の t ∈ [0, T ]に対して，

∥Fcl(t)− Fqm(t)∥B(L2(Rd)) ≤ ε2CT (11)

をみたす．

Fcl(t) = OpA[κ∗ta]は S0
ρ,0 の元の実数値関数 aをハミルトンベクトル場 κ∗t で時間発展させたものを磁気的

Weyl量子化したものである．一方，Fqm(t) = ei
t
εOpA[h]OpA[a]e−i t

εOpA[h] は量子力学的な物理量 OpA[a]を

Heisenberg描像で時間発展させたものである．(11)はこれらの時間発展の作用素ノルムの差がプランク定数
に相当するパラメータの二乗のオーダーで抑えることができることを意味する．以上を受けて修士論文では以

下の定理を示した．

定理 10. 主定理 1 : Egorov 型の定理 a, q ∈ S0
0,0(Ξ) は実数値関数とする．量子系としての時間発展は

F (t) := exp

(
t
i

ε
OpA[q]

)
によって与えられる．このとき，bt で任意の t ∈ [0, T ]に対して，

F (t)−1OpA[a]F (t) = OpA[bt] +O∥·∥
B(L2(Rd))

(ε∞) (12)

|∂αξ ∂βx (bt(x, ξ)− (κ∗ta)(x, ξ))| ≤ CT ε
2 (13)

と

bt(x, ξ) ≍
∞∑

n=0

ε2nbn(x, ξ), bn ∈ S0
0,0(Ξ)



を満たすものが存在する．

定理 10 は物理量の Heisenberg 描像による時間発展 F (t)−1OpA[a]F (t) に対して，これに相当する磁気的

Weyl量子化のシンボルが漸近級数の意味で存在し，aのハミルトンベクトル場による時間発展 κ∗taと bt のシ

ンボルの位相での差がプランク定数に相当するパラメータの二乗のオーダーで抑えることができることを意味

する．

5 特異な磁場に対する磁気的Weyl量子化

磁場に関する量子力学に関して興味深い現象として Aharonov-Bohm効果がある．これは平たく言えば，粒
子的描像における量子力学的な粒子は，磁場 B が無い領域でも磁場のベクトルポテンシャルの影響を受けて

運動する現象であり半古典論の枠組みで調べることは興味深いことに思える．数学的には CCRの Schrödinger
表現とはユニタリ同値にならない CCRの表現が現れることと関連する．

2次元平面 R2 の中に粒子的描像からみて 1個の荷電粒子が存在する量子系を考える．ここでは，原点にデ
ルタ関数的に集中した特異な磁場 B を考える．このような磁場 B を実現するベクトルポテンシャル A0(x)は

A0(x) = λ

(
− x2
|x|2

,
x1
|x|2

)
(14)

である.A0(x)に漸近するベクトルポテンシャル As(x)を以下のように定める．

As(x) := λ

(
− x2
|x|2 + s2

,
x1

|x|2 + s2

)
. (15)

このとき，

Bs(x) = rotAs(x) =
2s2

(|x|2 + s2)2
. (16)

となるので， lim
s→0

Bs(0) = lim
s→0

2

s2
= ∞ と x ̸= 0 に対して， lim

s→0
Bs(x) =

0

|x|4
= 0 がわかる．ここでは,

OpA[f ]をS (Rd)×S (Rd)上の双線形形式 ⟨·,OpA[f ]·⟩としてみて，⟨·,OpA0 [f ]·⟩が ⟨·,OpAs [f ]·⟩の極限と
して存在したことを示した．　

定理 11 (主定理 2). ⟨·,OpA0 [f ]·⟩が ⟨·,OpAs [f ]·⟩の極限として存在する．
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