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量子系の時間発展を考察すると von Neumann環上のE0-半群の概念が自
然に現れる.

von Neumann環MはHilbert空間H上の有界線型作用素全体B(H)の単
位的 ∗-部分環であり, 弱位相に関して閉じたもののことである. M 上の ∗-準
同型 θt : M → M (t ≥ 0)から成る族 θ = {θt}t≥0が θ0 = idM , θs ◦θt = θs+tを
満たしパラメータ tに関して σ-弱連続であるとき θをM上のE0-半群と呼ぶ.

Arveson[1]はプロダクトシステムの概念を導入し, I-型因子環 (= B(H))
の上のE0-半群をプロダクトシステムにより分類した. E = {Et}t≥0をHilbert
空間 Et (t > 0)から成る族とする. 各 s, t > 0に対して Hilbert空間の同型
Us,t : Es ⊗ Et ∼= Es+tが存在し, これらの同型が結合律を満たす, すなわち

Ur,s+t(idEr ⊗ Us,t) = Ur+s,t(Ur,s ⊗ idEt) (r, s, t ≥ 0)

を満たすとき, Eを (代数的な)プロダクトシステムと呼ぶ. しばしば {(t, x) ∈
(0,∞)× B(H) | x ∈ Et}には可測構造が仮定される. B(H)上のE0-半群 θに
対して,

Eθ
t = {x ∈ B(H) | θt(a)x = xa (∀a ∈ B(H))}

によりプロダクトシステム Eθ = {Eθ
t }が対応する. ここで, 各 Et は内積

⟨x, y⟩ = x∗y ∈ B(H)′ = C1により Hilbert空間となる. θ, θ′ をそれぞれ
B(H),B(K)上のE0-半群としたとき, θと θ′がコサイクル共役であるための
必要十分条件は Eθと Eθ′が同型であることである. プロダクトシステムの理
論は後に E0-半群の分類理論や CP0-半群の伸張理論に大きな影響を与えた.
Bhat-Skeide[2]は Hilbert双加群から成るプロダクトシステムを用いて, C∗-
環上のE0-半群に対して同様の分類を行った. この理論はさらに一般化され,
Hilbert(von Neumann)加群 E上の共役可能な右線形有界作用素全体 Ba(E)



上のE0-半群についての分類が成されている ([7]).

以下, von Neumann環M はある忠実正規状態 ϕを持つと仮定する. ここ
で, 線型汎関数 ϕ : M → Cが忠実正規状態であるとは, M の正作用素全体
M+上で正値かつ単射であり, σ-弱位相に関して連続であることである. M
自身は内積

⟨x, y⟩ = ϕ(x∗y) (x, y ∈ M)

により前Hilbert空間となる. この完備化をMϕ
1
2 と書き, x ∈ MをMϕ

1
2 の元

とみなしたものをxϕ
1
2 と書く. Mϕ

1
2 には a(xϕ

1
2 ) (a, x ∈ M)によってMが左

から作用している. Tomita-Takesaki理論を援用することにより, Mϕ
1
2 は右

M -加群にもなり, Mϕ
1
2はW ∗-M -双加群と呼ばれるものになっている. L2(M)

をHaagerupの標準表現空間とすると L2(M) = Mϕ
1
2 が成り立つ. W ∗-M -双

加群HとKには相対テンソル積H⊗M Kが定義される ([3]). Hilbert空間の
テンソルと異なり, すべての ξ ∈ Hと η ∈ Kに対して相対テンソル ξ⊗M ηが
定義されるわけではない. Hの稠密部分空間D(H;ϕ)を

D(H;ϕ) = {ξ ∈ H | ∥ξ(t)x∥ ≤ C∥ϕ
1
2x∥ (∃C ≥ 0, ∀x ∈ M)}

で定義し, その元を ϕ-有界ベクトルと呼ぶ. 相対テンソル積 H ⊗M K を
D(H;ϕ)⊗alg Kを次の内積で完備化したものとして定義する.

⟨ξ ⊗ η, ξ′ ⊗ η′⟩ = ⟨η, (πϕ(ξ)
∗πϕ(ξ

′))η′⟩ (ξ, ξ′ ∈ D(H;ϕ), η, η′ ∈ K).

ここで, πϕはϕ-有界ベクトル ξ ∈ Hに対してπϕ(ξ) : L
2(M) ∋ ϕ

1
2x 7→ ξx ∈ H

と定義され, πϕ(ξ)
∗πϕ(ξ

′) : L2(M) → L2(M)はMの元と同一視される. 通常,

ξ ⊗ ηを ξϕ− 1
2ηと書き表し, H⊗M Kは自然なW ∗-M -双加群の構造を持つ.

[5]において, Bhat-Skeide[2] とMuhly-Solel[4]の伸張の構成法の関係を明
らかにするためにW ∗-双加群のプロダクトシステムを次のように導入した.

Definition 1. M を von Neumann環とし, H⊗ = {Ht}t≥0をW ∗-M-双加群
Ht (t ≥ 0)から成る族で H0 = L2(M)であるものとする. 任意の s, t ≥ 0に
対してW ∗-双加群の同型Hs ⊗M Ht

∼= Hs+tがあり, 結合律が成り立つとき,
H⊗をM 上の相対プロダクトシステムと呼ぶ.

この度は, Bhat-Skeideの分類の方法を参考にして, 相対プロダクトシス
テムによる von Neumann環上のE0-半群の分類を行った. 本講演は [6]の結
果をもとにしている.
まず, 相対プロダクトシステムのユニットの概念を次のように導入する.



Definition 2. H⊗ = {Ht}t≥0 を M 上のプロダクトシステムとし, ξ⊗ =
{ξ(t)}t≥0 を ϕ-有界なベクトル ξ(t) ∈ Ht から成る族とする. 各 s, t ≥ 0に
対してHs ⊗M HtとHs+tを同一視したとき ξ(s)ϕ− 1

2 ξ(t) = ξ(s+ t)が成り立
つとき, ξ⊗をH⊗のユニットと呼ぶ.

これは Arvesonによるユニットの定義と異なる. [5]では CP0-半群 T (す
なわち, T = {Tt}t≥0は単位的完全正写像 Tt : M → M から成る半群でパラ
メータに関して σ-弱連続である)から相対プロダクトシステム H̃⊗とそのユ
ニット ξ̃⊗を構成した. 逆に相対プロダクトシステムと単位的連続ユニットの
組 (H⊗, ξ⊗)が与えられたとき

Tt(x) = πϕ(ξ(t))
∗πϕ(xξ(t)) (t ≥ 0, x ∈ M)

によりM 上のCP0-半群 T が得られる.

Theorem 3. 相対プロダクトシステムと単位的連続ユニットの組 (H⊗, ξ⊗)
とCP0-半群 T はユニットを保存する同型を除いて 1対 1に対応する.

さて, (H⊗, ξ⊗)を相対プロダクトシステムと単位的連続ユニットの組とす
ると, パラメータ tに関する {Ht}t≥0の帰納極限Hが右W ∗-M -加群として定
義される. 組 (H⊗, ξ⊗)に対応する CP0-半群の伸張として von Neumann環
End(HM)上のE0-半群 θが次のように得られる. 各 t ≥ 0に対して H⊗M Ht

とHは右W ∗-M -加群として同一視され,

θt(a) = a⊗M idHt (t ≥ 0, a ∈ End(HM))

と定義する. θを組 (H⊗, ξ⊗)に対応するE0-半群と呼ぶ.

Definition 4. θをvon Neumann環M上のE0-半群とする. 族w = {wt}t≥0 ⊂
M が次を満たすとき, wを θの (右)コサイクルと呼ぶ.

ws+t = θt(ws)wt (s, t ≥ 0).

各wtがユニタリであるとき, wをユニタリコサイクルと呼ぶ.

θのコサイクルとH⊗のユニットが次のように対応する.

Theorem 5. θ を組 (H⊗, ξ⊗) に対応する E0-半群とする. このとき θ の
adaptedな縮小コサイクルw = {wt}t≥0とH⊗の縮小ユニット η⊗ = {η(t)}t≥0

は次の関係により 1対 1に対応する.

η(t) = κ∗
twtκ0ϕ

1
2 , wt = πϕ(κtη(t))πϕ(κ0ϕ

1
2 )∗ (t ≥ 0).

ただし, κt : Ht → Hは帰納極限の標準的な埋め込みである.



逆にM 上のE0-半群 θが与えられたとき, 定理 3のCP0-半群としての対
応により相対プロダクトシステムHθ⊗とそのユニット ξθ⊗が得られる. 定理 5
の系としてArveson, Bhat-Skeideの分類と同様の分類が次のように得られる.

Theorem 6. θ, θ′を von Neumann環M 上のE0-半群とする. それぞれが対
応する相対プロダクトシステムHθ⊗とHθ′⊗が同型であるための必要十分条
件は, θ, θ′がコサイクル同値となることである, すなわち θのある強連続なユ
ニタリコサイクルw = {wt}t≥0が存在して θ′(·) = w∗

t θ(·)wtが任意の t ≥ 0で
成り立つことである.
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