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概 要

カオス的なふるまいを示す流体運動のマクロ変数に関する時間発展方程式を流体の
基礎方程式である Navier-Stokes 方程式から解析的に導出することは困難なことが知ら
れている. 我々は, リザーバーコンピューティングと呼ばれる機械学習手法を用いて, 流
体マクロ変数の時系列データの学習に基づいてミクロ変数に立ち戻ることなく数理モデ
ルを構築し, 時間発展を予測することに成功した. 流体運動が示すカオス性 (指数的不安
定性) によって、長時間の時間発展予測は必然的に破綻するものの, 得られた数理モデ
ルは統計性質を再現することも確認した.
また, 学習可能な時系列データの数が流体運動の不安定次元より少ない数にとどまる

場合にも, 時間遅れ座標を導入することで効率良く数理モデルが構築できることを確認
した. 実用上は観測可能な時系列の数は少数に限定されることが通例であるが, そのよ
うな場合にも本手法を適用することができる.

1 導入.

機械学習は様々な分野で注目されている. 近年, 機械学習の一種であるリザーバーコン
ピューティング [1, 2]が時系列データやリャプノフ指数などの予測において有効であること
が報告されている [2, 3]. リザーバーコンピューティングにおける学習は入力データから得
られたリザーバーベクトルと出力するベクトルを線形にフィッテイングさせることに重点が
置かれている. この学習はニューラルネットワーク構造を学習しないためフィッティングに
かかる計算コストを減らしている. そこで我々はリザーバーコンピューティングの手法を用
いて流体変数の挙動を予測した.

2 章でリザーバーコンピューティング, 3 章で流体の説明をしたのちに, 4章で流体マクロ
変数としてエネルギー関数に対して行った予測について述べる. さらに, 5章では利用可能
な時系列データが流体運動の不安定次元よりも少ない場合の時系列データの予想について述
べる.

2 リザーバーコンピューティング.

dϕ/dt = f(ϕ) で表される力学系の変数, u = h1(ϕ) ∈ RM と s = h2(ϕ) ∈ RP について考
える. ただし, ある時刻まで (学習時間と呼ぶ) の入力変数 u, 出力変数 s の時系列は既知と
する. 出力変数 s の時系列を予測する時刻 (予想時間と呼ぶ) において, 入力変数 u の時系
列データは未知とする. 学習時間において u を要素分解することで得た高次元ベクトル r

の時系列データに対して出力が s を近似できるように r と s の線形関係を決定する. この
決定がリザーバーコンピューティングにおける学習に相当する.

このように物理的な知見を用いずに時系列データの学習のみからモデルを構築する. また,

ニューラルネットワークの構造自体を学習する機械学習よりも圧倒的に計算量が少なくて済
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むため, 代わりにニューラルネットワークの次元を大きく出来きる. そのためたとえダイナ
ミクスが複雑なふるまいを示すとしても, それが決定論的である場合にはこの種の方法が有
効である.

予測する時刻に u の時系列データが既知ではない場合はPathak らが行った考察 [3, 4] の
特殊な場合に相当する.

リザーバーベクトル r ∈ RN (N ≫ M) は次の式で時間発展させる.

r(t+∆t) = (1− α)r(t) + α tanh(Ar(t) +Winu(t)), (1)

ただし, ∆t は時間ステップ幅を表す. tanh はそれぞれのベクトルの要素を引数とする. ま
た, 行列 A, Win は N ×N , N ×M の疎行列である. パラメータ α (0 < α ≤ 1) は rの力
学系の非線形性を表し, 式 (1) の∆t に依存して決める. リザーバーベクトルは (0, 1] の一
様乱数から定めた r(−τ) を初期値とする. ただし, τ/∆t (≫ 1) はトランジェント時間に相
当する.

行列Win の各列はただ一つの要素のみに [−σ, σ] の一様乱数から値を与え, それ以外は 0

とする. 行列A は D1 ×N 個の非ゼロの要素を持つ疎行列とする. ただし, D1 ×N 個の非
ゼロ成分は [−1, 1] の一様乱数から値を与える. さらに, 行列 A については最大固有値が ρ

になるように規格化する.

リザーバーベクトル r は次のようにして得たいベクトル ŝ(t)に変換する.

ŝ(t) = Woutr(t) + c. (2)

これにより L = T/∆t ステップのリザーバーベクトル {r(l∆t)}Ll=1 を得る.

0 < t ≤ T (学習時間と呼ぶ)での 時系列 ŝ が既知の時系列 s の近似になるようにWout

と c を決定する. この決定がリザーバーコンピューティングの学習に当たる. これは次の二
次形式が最小化するようにWout と c を決定することに対応する.

L∑
l=1

∥(Woutr(l∆t) + c)− s(l∆t)∥2 + β[Tr(WoutW
T
out)], (3)

ただし q に対して ∥q∥2 = qTqとし, β(≥ 0)を含む項はWout の過剰適合を避けるために
導入している. この決定が妥当であれば, t > T (予測時間と呼ぶ) での ŝ(t) は s(t) を再現
できるはずである. 二次形式 (3)を最小化する解をW∗

out と c∗ とすると予測時間では

ŝ(t) = W∗
outr(t) + c∗, (4)

として時系列 ŝ を得る. W∗
out と c∗ は次のように書くことができることが知られている (

[5] P.140):

W∗
out = δSδRT (δRδRT + βI)−1,

c∗ = −[W∗
outr− s],

ただし, r =
∑L

l=1 r(l∆t)/L, s =
∑L

l=1 s(l∆t)/Lとし, I は N × N の単位行列, δR (rsp,

δS) は l 行が r(l∆t)− r (rsp, s(l∆t)− s) となるような行列とする.

ただし, 予測時間 t > T での時系列データ u は未知であるため, u(t) として 式 (1) で得
た ŝ(t) を用いる:

r(t+∆t) = (1− α)r(t) + α tanh(Ar(t) +Winŝ(t)).

学習に用いる変数 X(t)を対等に扱うために正規化した X̃(t) を使うことにする:

X̃(t) = [X(t)−X1]/X2.

ただし, X1 は平均値, X2 は標準偏差を表す. 予測時間の時系列データ X(t) を X̃(t) から再
現するときは, 学習時間の正規化に用いた X1 と X2 を用いる.



3 流体.

周期境界条件の下で 3次元非圧縮 Navier-Stokes 方程式の直接数値計算によって得られた
時系列データをリザーバーコンピューティングの学習データとして用いる:∂tv − ν∆v + (v · ∇)v +∇π = f, ∇ · v = 0, T3 × (0,∞),

v
∣∣
t=0

= v0 with ∇ · v0 = 0, T3,

ただし, T = [0, 2π), ν > 0 は動粘性, π(x, t) は圧力, v(x, t) = (v1(x, t), v2(x, t), v3(x, t)) は
速度とする. 切断波数を (2× 9 + 1)3 としてフーリエスペクトル法 [6] を用いる. また, 4次
のルンゲクッタ法により時間積分をする. また, 低周波成分のエネルギーが一定になるよう
に毎時刻外力を加える. さらに低周波成分にのみエネルギーを持つように初期値を定める.

流体のマクロ変数としてエネルギー関数を考察する. 粘性は ν = 0.058とする. 波数 k ∈ N
におけるエネルギー関数 E0(k, t) を次で定義する:

E0(k, t) :=
1

2

∫
Dk

3∑
ζ=1

∣∣∣F[vζ ](κ, t)
∣∣∣2 dκ,

ただし, Dk := {κ ∈ Z3|k − 0.5 ≤ |κ| < k + 0.5}とする. F[vζ ](κ, t) は vζ のフーリエ変換を
表す. 微細な振動を除くために短時間の時間平均をとった E(k, t) =

∑t
s=t−99∆tE0(k, s)/100

を考察する. これによりエネルギー関数の本質的な挙動を見ることができる. これ以降時間
平均を取った E をエネルギー関数と呼ぶことにする.

4 エネルギー関数の挙動の予測.

以下のように時系列データ u(t), s(t)を設定し, リザーバーコンピューティングにより学習
を行う.

u(t) = (Ẽ(1, t), Ẽ(2, t), · · · , Ẽ(9, t))t,

s(t) = (Ẽ(1, t), Ẽ(2, t), · · · , Ẽ(9, t))t,

ただし, パラメータは [7]の表 I (b) を用いる.

Ẽ(1, ·) から Ẽ(9, ·) の 9次元の学習によってエネルギー関数の予測に成功した. 図 1 (左
上) (右上)に Ẽ(4, t) と Ẽ(9, t) の時系列データを書き出した. 流体のカオス性に由来する初
期値鋭敏性により長時間時系列の予測が失敗することが予測される. 実際, 図 1 (左下)に書
き出したエネルギー関数のエラーの成長は t−T ≲ 100 において指数関数的な増加が確認で
きた. 一方で, エネルギー関数 E(k, t) 各波数 k の時間平均によって得られるエネルギース
ペクトル E(k) = ⟨E(k, t)⟩ について, 時刻 1000 < t− T < 2000 の予測した時系列データか
ら再構成することに成功した (図 1) (右下). このことから速度のデータなどの微視的な時系
列データを使わずに構成したリザーバーによる力学系は統計量もうまく再現できていること
がわかる.

以上のことから, このリザーバーの力学系はエネルギー関数の挙動を表現できているカオ
ス力学系として見ることができることが示唆されている.
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図 1: 流体マクロ変数の時間発展と統計の時系列データの予測. リザーバーコンピューティン
グにより k = 4 (左上) と 9 (右上)のエネルギー関数 Ẽ(k, t)の時系列データの挙動を予測し
た (赤色). また, 比較のため Navier-Stokes 方程式の直接数値計算により得たエネルギー関
数の時系列データも書きだした (青色). これらの結果から時刻 100程度までは赤色 (リザー

バー)青色 (DNS)は同期している. ε(t) =
∑N0

k=1 |Ẽ(k, t) − ˆ̃E(k, t)|/N0 (N0 = 9) で定義さ
れる予測の誤差はカオスに見られるように時刻 100に向かって指数的に大きくなっている
(左下). このことから時系列の予測のずれ方がある程度妥当であることがわかる. 予想が直
接数値計算の結果からずれた時刻の時系列データを元にエネルギースペクトル E(k) を計算
した (右下). また, 比較のため Navier-Stokes 方程式の直接数値計算により得たエネルギー
関数の時系列データも書きだした. 各波数 kの予測したエネルギースペクトル Ê(k) の相対
的なエラーは 最大で 1.3%である. このことから時系列の予測がずれているところも統計量
の意味で予測がうまく行っていることがわかる.

5 1変数時系列のみの時間遅れ座標系を用いた予測.

高次元力学系の実験や観測において, 観測できる変数がそのアトラクターのリャプノフ指
数よりも少ないことはしばしばある. このような場合に, 時間遅れ座標系 [8, 9]によって得
た高次元データ u を利用することでより効率よく予測することができる. リザーバーベク
トル r は行列Aによっては過去の入力データ u の影響を記憶できるが, 計算量が莫大にな
るのでこの種の手続きは非常に有効である.

ここで, 4章で考察した同じエネルギー関数 E(4, t) の予測を考察する. ただし, 4章で学
習に用いた E(k, t) (k = 1, · · · , 9) の中で E(4, t) のみが既知だとする. 遅れ時間 ∆τ = 2.5

として 36次元の時間遅れ系を用いる. つまり, 次のようにする.

u(t) = (Ẽ(4, t), Ẽ(4, t−∆τ), · · · , Ẽ(4, t− 35∆τ))t,

s(t) = (Ẽ(4, t), Ẽ(4, t−∆τ), · · · , Ẽ(4, t− 35∆τ))t.



図 2に予測した Ẽ(4, t) の時系列データを書きだした. Ẽ(1, ·) から Ẽ(9, ·) の 9次元の学習
によって予測した (図 1) (左上) と同じように成功したのが見て取れる. ただし, パラメータ
は [7]の表 I (c) を用いる.
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図 2: 時間遅れ座標系を用いたマクロ変数の予測. エネルギー関数 Ẽ(4, t) の時系列のみの学
習により図 1 (左上)と同じ時刻の Ẽ(4, t)の挙動を予測した (左). 比較のためNavier-Stokes

方程式の直接数値計算により得たエネルギー関数の時系列データも書きだした. ε1(t) =∑35
n=0 |Ẽ(4, t− n∆τ)− ˆ̃E(4, t− n∆τ)|2/36 と ε2(t) = |Ẽ(4, t)− ˆ̃E(4, t)| で定義される予測

の誤差を書きだした (右).
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