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楕円モジュラー j 函数の虚二次点での特殊値は特異モジュライとして知られる代数的数です．一方で実軸は

j 函数の自然境界であり字義通りの実二次点での特殊値というものは考えられないわけですが，金子 [Kan09]

は実二次点とその共役を結ぶ測地線に沿って j 函数を積分することで，然るべき実二次点での「値」を定式化

しました．しかし金子による数値実験はこの「値」が代数的数になりそうにないことを示唆しており，またそ

の整数論的な意味も未だわかっていません．一方で Duke-Imamoḡlu-Tóth [DIT11]は Zagier [Zag02]の結果

の類似を考察することで，この「値」のトレースの（適切な）母函数がモックモジュラー形式をなることを明

らかにしており，興味を惹くところであります．以下の小文では，上記に関連する仕事を原論文と共に振り返

り，また多重調和Maass形式への拡張に関する私の結果について簡単に紹介したいと思います．

ここで個人的なことも振り返ると，この多重調和Maass形式という対象は，2017年 3月に米国テネシーで

開かれた研究集会に参加した際に Scott Ahlgren氏に教わりました．またその後 11月に山名俊介氏のはから

いでドイツMPIMへ 2週間，また 2018年には JSPS若手研究者海外挑戦プログラムから半年ほどケルン大学

へ滞在する機会を頂き，Kathrin Bringmann氏をはじめ，多くの方々と議論する機会がありました．特に滞在

中はMarkus Schwagenscheidt氏に数学的にも私的にも大変お世話になりました．本当に様々な機会に恵まれ

今回の仕事を行うことができました．この場を借りて，上に述べた方々に心から感謝を表したいと思います．

1 モックモジュラー形式とは

まずモックモジュラー形式の歴史について Duke [Duk14] に沿って簡単に振り返っておく．より詳しいこ

とについては，例えば Zagier [Zag07]，Ono [Ono10] の記事を，またより専門的なことについては，Folsom

[Fol17]や Bringmannらによる書籍 [BFOR17]を読まれたし．

モックモジュラーという名前は，Ramanujanの最後の仕事に由来する．彼が Hardyとのやり取りの中で数

多くの不思議な式を見出したことは有名な話であるが，ここでは特に分割数の話を取り上げよう．分割数 p(n)

とは nを正の整数の和として表すときに，（その順序の違いを無視して）何通りの方法があるのかを数える量

である．例えば，整数 5は

5 = 4 + 1 = 3 + 2 = 3 + 1 + 1 = 2 + 2 + 1 = 2 + 1 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1

と書けるため，p(5) = 7と定まる．このとき Eulerによって，その母函数は次のように与えられることが知ら

れている．

g(q) := 1 +

∞∑
n=1

p(n)qn =

∞∏
n=1

(1− qn)−1.
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これは |q| < 1の範囲で絶対収束する．さらに簡単な計算によって，次の Eulerian級数と呼ばれる表示を持つ

こともすぐにわかる．

g(q) = 1 +

∞∑
n=1

p(n)qn = 1 +

∞∑
n=1

qn
2

(1− q)2(1− q2)2 · · · (1− qn)2
.

Hardyと Ramanujanが与えた最も重要な仕事の一つは，この分割数 p(n)の漸近挙動を求める circle method

と呼ばれる手法であろう．大雑把なアイデアを述べると，複素函数論の基本的な定理から，適切な Jordan曲

線 C に対し

p(n) =
1

2πi

∫
C

g(q)

qn+1
dq

となるわけだが，その主要部というのが 1の冪根における g(q)の特異性に由来するため，それを詳しく調べよ

う，という方針である．一方で，q−1/24g(q)の逆数は Dedekindエータ函数 η(z)として知られる重さ 1/2の

モジュラー形式となっていること（つまり q−1/24g(q) = 1/η(z)，q = e2πiz）もわかるため，この特異性を調

べることは比較的容易となる．

Ramanujanは 1920年 4月 26日に 32歳という若さでこの世を去るのであるが，その 3ヶ月前 Hardyへ宛

てた最後の手紙の中に，これと類似した，しかし似て非なる「モックテータ函数」と呼ばれる対象を 17個の具

体例と共に記した．最初の例は次のような形で与えられる．

f(q) = 1 +

∞∑
n=1

α(n)qn := 1 +

∞∑
n=1

qn
2

(1 + q)2(1 + q2)2 · · · (1 + qn)2
.

また手紙には，これらモックテータ函数は無限個の 1の冪根 ζ において特異性を持つが，各点における特異性は

（弱正則）モジュラー形式と同様である，しかし単一のモジュラー形式では全ての特異性を打ち消すことはでき

ないだろう，ということが記されていた．これは上記 g(q)が函数 q1/24/η(z)を用いて表示できた様子とは大き

く異なっている．具体的に彼は，この f(q)に対して b(q) := (1−q)(1−q3)(1−q5) · · · (1−2q+2q4−2q9+· · · )
とおくとき，q−1/24b(q)がモジュラー形式であり，かつ 1の偶数 2k 乗根 ζ に対し

f(q)− (−1)kb(q) = O(1) as q → ζ

が成り立つこと，また奇数乗根についてはそもそも特異性を持たないことを記し，p(n) と同様に，この係数

α(n)が漸近公式

α(n) ∼ (−1)n−1

2
√
n− 1

24

exp

(
π

√
n

6
− 1

144

)
as n → ∞

を満たすことを記していた．具体的に与えられた 17個のモックテータ函数が同様にこれらの性質を満たすか

どうかは，その後Watson [Wat36]ら多くの数学者によって個々の場合に確かめられた．しかしこの性質こそ

がモックテータ函数の真意なのであろうか，その疑問へ回答が与えられるのは，それから当分先のこととなる．

決定的なブレイクスルーが起こったのは，2002年の Zwegersの博士論文 [Zwe02]においてである．またそ

の後の Bruinier-Funke [BF04] による調和 Maass 形式の導入，Bringmann-Ono [BO06] などの仕事を受け，

今日ではより一般にモックモジュラー形式は調和Maass形式の正則部分として定式化されている．(cf. Zagier

[Zag07])．まずは弱正則モジュラー形式の定義と合わせて，これらを復習しよう．モジュラー群 SL2(Z)の有
限指数部分群 Γが上半平面 H := {z ∈ C | Im(z) > 0}に一次分数変換で作用するとする．このとき，なめら
かな函数 F : H → Cが Γに関する重さ k ∈ 1

2Zのモジュラー形式であるとは，γ ∈ Γに対し |χ(γ)| = 1（加え

て保型因子の条件）を満たすような函数 χが存在し，任意の γ = [ a b
c d ] ∈ Γに対し

(F |kγ)(z) := χ(γ)−1(
√
cz + d)−2kF (γz) = F (z) (1.1)



を満たすときをいう．ただし arg(
√
z) ∈ (−π/2, π/2] となるように分枝を取る．特に「弱正則」と接頭辞

が付くときは，(1) 上半平面 H 上正則で，(2) 定数 C ≥ 0 が存在し，函数 Im(z)k/2|F (z)| が上半平面上
exp(C(Im(z) + Im(z)−1))で抑えられる，という条件を加える．例えば Dedekindエータ函数は，Dedekind

和 s(d, c)を用いて（例えば [BO06, p.250]）任意の [ a b
c d ] ∈ SL2(Z)に対して

η

(
az + b

cz + d

)
= i−

1
2 exp

[
πi

(
a+ d

12c
+ s(−d, c)

)]
·
√
cz + d · η(z)

を満たすこと，また q = e2πiz とおくとき η(z) = q1/24
∏

n≥1(1− qn)であることから，特に 1/η(z)は SL2(Z)
に関する重さ −1/2の弱正則モジュラー形式といえるわけである．F (z)が調和弱 Maass形式というときは，

先の条件 (1)の代わりに微分方程式 ∆kF (z) = 0を満たすことを条件にする．ここで ∆k は

∆k := −y2
(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
+ iky

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
で定まる重さ k の双曲的ラプラシアンである．特に弱正則モジュラー形式は調和弱Maass形式となることに

注意しておく．

次にこれがどのようにして Ramanujanのモックテータ函数と繋がるか見ていこう．上記のモックテータ函

数 f(q)に対し，Zwegersは次のような函数を考えた．

G(z) :=
∑
n∈Z

(
n+

1

6

)
e3πi

(
n+ 1

6

)2
z =

1

6

∞∑
n=1

(
−12

n

)
nq

n2

24 ,

G∗(z) := 2i
√
3

∫ i∞

−z̄

G(τ)√
−i(τ + z)

dτ.

ここで G(z)は unaryテータ函数と呼ばれる重さ 3/2のカスプテータ函数で，G∗(z)はその非正則 Eichler積

分を取ったものである．このとき Zwegers および [BO06, Corollary 2.3] によると，χ(γ) =
(
12
d

)(
c
d

)
ϵ−1
d と

取れば（ここで
( ·
·
)
は Kronecker 記号であり，ϵd は d ≡ 1 (mod 4) のとき ϵd = 1，d ≡ 3 (mod 4) のとき

ϵd = iと定まる），函数 q−1f(q24) + G∗(24z)は Γ0(144)に関する重さ 1/2の調和弱Maass形式になるとい

う．もしくは別に適切な χを取れば [BO06, p.251, M̃(z)の変換則]，q−1/24f(q) +G∗(z)は Γ0(2)に関する

重さ 1/2の調和弱Maass形式となる．さらに Ramanujanの 17個の例は同様に，（適切な q 冪の倍数を取る

と）ある重さ 1/2の調和弱Maass形式の正則部分として得られるということがわかったのである．これによ

り Bringmann-Ono は f(q) のフーリエ係数 α(n) に関する精密化された漸近公式（Andrews-Dragonette 予

想）を解決したのであった．

その後 2007年に Zagier[Zag07]によって，より一般にモックモジュラー形式と呼ばれる対象が導入された．

簡単のため，以下この報告集を通して正の整数 N に対し Γ = Γ0(N)とし，χ(γ)を k ∈ Zのとき χ(γ) = 1,

k ∈ Z + 1/2 のとき χ(γ) =
(
c
d

)
ϵ−2k
d かつ 4|N としておく．（これは自然な取り方である，例えば [Kob93,

Chapter IV-1]）．このとき重さ k ̸= 1の調和弱Maass形式 F (z)は F (z + 1) = F (z)および ∆kF (z) = 0を

満たすため，次の形のフーリエ級数展開を持つことがわかる．

F (z) =
∑

n≫−∞
c+F (n)q

n + c−F (0)y
1−k +

∑
n≪∞
n ̸=0

c−F (n)y
− k

2 W− k
2 ,

k−1
2
(−4πny)e2πinx.

ただし，n ≫ −∞ はある n0 ∈ Z>0 が存在して n ≥ −n0 という意味であり，n ≪ ∞ も同様である．ま

た Wµ,ν(z) は W -Whittaker 函数であり，arg(z) ∈ (−π, π] となるように分枝を取っておく．c±F (n) ∈ C は
Fourier係数と呼ばれる定数である．特殊函数については，例えば [NIST, MOS66, GR00]などが公式集とし



て便利であろうか．このとき，この正則部分 ∑
n≫−∞

c+F (n)q
n

を重さ k のモックモジュラー形式と呼ぶ．さらに Bruinier-Funke [BF04]は微分作用素 ξkF := 2iyk ∂F
∂z̄ を導

入し，これが双曲ラプラシアンの細分 ∆k = −ξ2−k ◦ ξk を与え，調和弱Maass形式の像

ξkF (z) = (1− k)c−F (0)−
∑

n≫−∞
n ̸=0

c−F (−n)(4πn)1−
k
2 qn

（ただし n < 0に対し n = |n|eπi）が重さ 2−kの弱正則モジュラー形式になることを示している．また Zagier

はこの像をモックモジュラー形式のシャドーと呼んでいる．特にこの ξ-微分は重さ 2− k の弱正則モジュラー

形式の空間への全射を与えることも知られている．これが今日におけるモックモジュラー形式の定義である．

ちなみにこのようにして定まるモックモジュラー形式は Ramanujanの与えた条件を満たすことが [GOR13],

[CLR16]によって示されている．

2 特異モジュライ・サイクル積分のトレースとは

次の主題へ移ろう．楕円モジュラー j 函数は SL2(Z) に関する（χ(γ) = 1）重さ 0 の弱正則モジュラー形

式で q−1 + O(q)の形のフーリエ級数展開を持つものとして一意に特徴付けられる函数である．ここでこの定

義は Eisenstein 級数を用いた定義 E4(z)
3/∆(z) とは 744 だけずれていることに注意しておく．この函数の

活躍の場は，モンスタームーンシャインや虚数乗法論など多岐にわたる．より詳しいことについては，金子

[Kan01, KS10] などに日本語でまとめられているため，そちらに譲ることにする．今回着目するのは Zagier

[Zag02]による「特異モジュライのトレース」に関する仕事である．

まず二次形式について復習する．整数 dを d ≡ 0, 1 (mod 4)を満たすように取る．このとき，整数係数の

二元二次形式Q(X,Y ) = [a, b, c] = aX2 + bXY + cY 2 でその判別式が b2 − 4ac = dで与えられるもの全体の

空間を Qd と定める．ただし d < 0のときは正定値なもの，つまり a > 0なるもののみを考えることにする．

この空間には

Q(X,Y ) ◦
[
α β
γ δ

]
:= Q(αX + βY, γX + δY )

によって自然に SL2(Z)が右から作用しており，その商 Qd/SL2(Z)は有限となることが知られている．特に
dが基本判別式のとき（つまり d ≡ 1 (mod 4)かつ square-free，または square-freeなm ≡ 2, 3 (mod 4)を

用いて d = 4mと書けるとき），この位数 |Qd/SL2(Z)|は二次体 Q(
√
d)の狭義類数を与える．（dが基本判別

式でなくても同様の結果は知られている，例えば [AIK14, Chapter 6]に詳しい．dが平方数のときは [Koh85,

p. 243]など）．

まず正定値：d < 0の場合を考える．二次形式 Q ∈ Qd に対して，上半平面上の点 αQ ∈ Hを Q(z, 1) = 0

の解として定めよう．定義よりこれは虚二次無理数となり，この点 αQ における j 函数の値 j(αQ)は代数的数

になることが知られている．この量は特異モジュライと呼ばれ，Kronecker青春の夢で知られるように虚二次

体上の類体構成において非常に重要な役割を果たす．一方 Zagierは以下で定めるこの値の重み付きトレース

を考察した．

Trd(j) :=
∑

Q∈Qd/ SL2(Z)

2

|SL2(Z)Q|
j(αQ).



ここで SL2(Z)Q は Qの固定部分群であり，その位数は 6, 4, 2のいずれかである．このとき，Trd(j)は有理整

数であり，母函数

−1

q
+ 2 +

∑
0>d≡0,3(4)

Trd(j)q
−d

が Γ0(4)に関する重さ 3/2の弱正則モジュラー形式となる，というのが彼の主張である．さらに一般に，基本

判別式 D に対して種の指標 χD を

χD(Q) :=


(
D

r

)
, (a, b, c,D) = 1 かつ (r,D) = 1, ただし Qは r を表現する,

0, (a, b, c,D) > 1.

と定めると，これは QdD/ SL2(Z)上の well-definedな指標となる．（詳しくは [GKZ87, Section I-2]など）．

さらに χ1 を自明な指標と定めておくことで，D = 1も考慮に入れることにする．このとき dD < 0となるよ

うな d ≡ 0, 1 (mod 4)に対し，捻りトレース

Trd,D(j) :=
∑

Q∈QdD/ SL2(Z)

χD(Q)
2

|SL2(Z)Q|
j(αQ)

を定める．このとき一般にはこの値は有理整数とはならないが，Zagierは次のことも示している．Dの符号に

応じて，2種類の母函数

(適切な有限項) +
∑

0>d≡0,1(4)

Trd,D(j)q−d if D > 0, (2.1)

(適切な有限項) +
∑

0<d≡0,1(4)

1√
d
Trd,D(j)qd if D < 0 (2.2)

はそれぞれ Γ0(4)に関する重さ 3/2，1/2の弱正則モジュラー形式となる．ここで適切な有限項は explicitに

表示することも可能であるが，本報告集では重要としないため省略している．なお遡ること 1975年，Zagier

[Zag75]は j 函数を 1に変えた場合，つまり Kronecker-Hurwitz類数

Trd,1(1) :=
∑

Q∈Qd/ SL2(Z)

2

|SL2(Z)Q|
(2.3)

に対しても同様の考察を行っており，（もちろんそのように主張したわけではないが）母函数

− 1

12
+

∑
0>d≡0,1(4)

Trd,1(1)q
−d (2.4)

が Γ0(4)に関する重さ 3/2のモックモジュラー形式になることを示している．つまり適切な非正則函数を加え

ることで調和Maass形式となるのであるが，そのシャドー（非正則部分の ξ-像）はテータ函数 θ(z) :=
∑

n∈Z q
n2

の定数倍で与えられる．蛇足であるが，この類数 Trd,1(1)が重さ 3/2のモジュラー形式 θ(z)3 の係数に現れる

ことは，（本質的には）Gauss [Gau01, art. 291]によって知られていた．Zagierの結果はある種の補正版とも

いえるであろう．具体的な表示は例えば [BFOR17, Example 2.5]でも確認できる．

自然な疑問として，不定値：d > 0の場合も考えて然るべきであるが，この場合は Q(z, 1) = 0の解は互いに

共役な二つの実二次無理数となっており，j 函数の自然境界が実軸であることを踏まえると，同様の考察を行う

には困難がある．一つの回答として金子 [Kan09]は Heckeの双曲的フーリエ展開の定数項を取り出すことで，

実二次点での「値」にあたるものを考察している．（同様のフーリエ展開は Petersson [Pet41]も考えていたよ

うである）．金子 [KS10]にもあるとおり，この「値」はサイクル積分を用いて記述することもできるため，こ

こではそちらの定義を採用することにする．平方数でない 0 < d ≡ 0, 1 (mod 4)に対して，Q(z, 1) ∈ Qd の



二つの根を w±
Q = (−b±

√
d)/(2a) ∈ Rとおき，w+

Q から w−
Q へ向かう上半平面上の測地線を SQ とおく．こ

の測地線を固定するような部分群 SL2(Z)Q は（符号の差を除き）無限巡回群になることが知られており．（例
えば [Sar82]などに詳しくまとめられている），商 CQ := SL2(Z)Q\SQ はリーマン面 SL2(Z)\H上の閉測地線
を与える．特に εd を整環 Od の単数で，正ノルムを持つ > 1なる最小の元とすると，この測地線の長さは

length(CQ) :=

∫
CQ

dhyp(z) =

∫
CQ

√
ddz

Q(z, 1)
= 2 log εd/r2 (2.5)

で与えられる．ここで r = gcd(a, b, c)である．このとき，j 函数の実二次点での「値」は

val(w+
Q) :=

1

length(CQ)

∫
CQ

j(z)dhyp(z) =
1

2 log εd/r2

∫
CQ

j(z)

√
ddz

Q(z, 1)
(2.6)

で定義される．ここでも金子の定義と 744だけずれていることに注意しておく．金子は数値実験を通して様々

な観察を行っているが [Kan09, KS10]，特異モジュライのときのような代数的数にはなりそうになく，またそ

の整数論的な意味も未だわかっていない．（最近，Bengoechea-Imamoḡlu [BI19+a, BI19+b]によって，いく

つかの予想には部分的に証明が与えられている）．一方で，Duke-Imamoḡlu-Tóth [DIT11]は，この「値」が

Zagierの結果の類似を満たすことを示した．まずトレースを同様に定義しよう．基本判別式D > 0と 0 < dD

が平方数とならないような d ≡ 0, 1 (mod 4)に対し，捻りトレースを

Trd,D(j) :=
1

2π

∑
Q∈QdD/ SL2(Z)

χD(Q)

∫
CQ

j(z)

√
dDdz

Q(z, 1)

によって定める．このとき dD が平方数となるような dに対し，適切な値 Trregd,D(j)が存在し，母函数

(適切な有限項) +
∑

0<d≡0,1(4)
dD=□

1√
d
Trregd,D(j)qd +

∑
0<d≡0,1(4)

dD ̸=□

1√
d
Trd,D(j)qd (2.7)

が Γ0(4)に関する重さ 1/2のモックモジュラー形式になることを示した．ちなみに d < 0, D < 0の場合はこ

の捻りトレースは自明に 0となる．Trregd,D(j)については，その後 [And15, BFI15]などにおいて然るべき定義

が与えられている．さらにこのモックモジュラー形式のシャドーは (2.1)の定数倍で与えられる．なんとも興

味を誘う現象である．さらに Dukeら [DIT11]は (2.3)の実二次類似

Trd,1(1) :=
1

2π

∑
Q∈Qd/ SL2(Z)

∫
CQ

√
ddz

Q(z, 1)

についても考察している．先の議論から特に基本判別式 dに対して，二次体 Q(
√
d)の狭義類数 h(d)を用いて

h(d) log εd/π と表される量であり，Dirichletの L函数 Ld(s) :=
∑∞

n=1

(
d
n

)
n−s を用いることで，基本判別式

dの正負問わず

Trd,1(1) =

√
|d|
π

Ld(1)

と表示することもできる．（Dirichletの類数公式）．このとき彼らは，母函数

(適切な有限項) +
∑

0<d≡0,1(4)
d=□

1√
d
Trregd,1(1)q

d +
∑

0<d≡0,1(4)
d̸=□

1√
d
Trd,1(1)q

d

が Γ0(4)に関する重さ 1/2の「深さ 3/2の多重調和Maass形式」の正則部分になることを示した．またその

ξ1/2 に関する像は (2.4)で与えられた調和Maass形式の定数倍となる．



ここからもこのような現象が j 函数に限らずより一般にあることが見て取れる．実は j 函数の部分を一般に

調和弱Maass形式にしても同様の現象が成り立つことも知られている．例えば Schwagenscheidtの博士論文

[Sch18]に詳しくまとめられているので，興味のある方はそちらを参照されたし．しかし上の例からも，この事

象は調和弱Maass形式の範疇に収まっていないこともわかる．多重調和Maass形式とは一体何であろうか？

3 多重調和弱Maass形式とは

多重調和 Maass 形式という名前が初めて登場したのは 2016 年の Lagarias-Rhoades [LR16] および続編と

なる [ALR18] の論文中である．レベル 1 の実解析的 Eisenstein 級数とは，Γ = SL2(Z),Γ∞ = {±[ 1 b
0 1 ] ∈

Γ | b ∈ Z}とおくとき，z = x+ iy ∈ H,Re(s) > 1に対して

E(z, s) :=
∑

γ∈Γ∞\Γ

Im(γz)s

によって定まる函数である．この函数は s-平面全体に有理型解析接続を持ち，特に

E(z, s) =
3/π

s− 1
− 3

π
log(y|η(z)|4) + C +O(s− 1)

が成り立つことが知られている（Kronecker の第一極限公式）．ここで定数 C は Euler 定数 γ を用いて

C = 6
π (γ − log 2− 6ζ ′(2)/π2)と与えられるものである．Eisenstein級数に関しては，例えば [Iwa02]などを

参照．この定数項について実に多くの研究があるが，一方で高次の Laurent係数というのは，知られているこ

とは少ない．Lagariasらはこれら高次係数について，調和Maass形式の観点から考察を行なっている．

よく知られているように，この Eisenstein級数は双曲的ラプラシアンの固有函数であり，以下を満たす．

∆0E(z, s) = s(1− s)E(z, s).

実はこれからすぐに従うこととして，E(z, s) =
∑∞

ℓ=−1 Fℓ(z)(s − 1)ℓ と展開するとき，各係数 Fℓ(z)は微分

方程式 (∆0)
ℓ+2Fℓ(z) = 0を満たす．さらに E(z, s)のモジュラー性が伝播する形で，任意の γ ∈ SL2(Z)に対

し Fℓ(γz) = Fℓ(z)が成り立つ．彼らはこれらの性質に着目して，そのような条件を満たすクラスを多重調和

Maass形式として新たに導入した．Lagariasらの論文では，カスプでの指数増大が許されておらず，より広い

意味での「多重調和弱Maass形式」は [Mat19+, Mat19]において導入した．正確な定義は，(1.1)で与えた定

義の (1)を (∆k)
rF (z) = 0に取り替えることで与える．このとき F (z)を Γに関する重さ k，深さ rの多重調

和弱Maass形式と呼ぶことにする．さらに∆k = −ξ2−k ◦ ξk であったことを思い出して，ξk ◦ (∆k)
rF (z) = 0

を満たすものを，深さ r + 1/2の多重調和弱Maass形式と呼ぶ．例えば Kronecker極限公式で与えられる函

数 − log(y|η(z)|4)は SL2(Z)に関する重さ 0，深さ 3/2の多重調和Maass形式となる．（この場合はカスプで

高々多項式増大しか持たないので，弱の付かない Lagariasらの意味での多重調和Maass形式となる）．

この函数 − log(y|η(z)|4)の捻れトレースについても古くから多くの研究がなされている．Duke-Imamoḡlu-

Tóth [DIT18] において詳しくまとめられているが，例えば Kronecker, Lerch, Chowla-Selberg, Siegel,

Deninger などが Trd,D(− log(y|η(z)|4)) について様々な公式を与えている [DIT18, (40), (41), (64), (65)]．

一方で上で見たように，捻りトレースの母函数は半整数重さのモジュラー性を持つという哲学もある．それな

らば多重調和弱Maass形式の枠組みで，これら古典的な結果を再構築できないだろうか，というのが自然な問

いであろう．この問いに答えるべく，本研究 [Mat19+, Mat19]では次のことを行なった．



1. 重さ k ∈ 1
2Z に対し SL2(Z)（k ∈ Z + 1/2 のときは Γ0(4)）に関する多重調和弱 Maass 形式の空間の

基底を explicitに構成した：Lagarias-Rhoades [LR16]は，カスプに指数増大を許さない場合について，重さ

k ∈ 2Zの実解析的 Eisenstein級数の Laurent係数を用いて整数重さの場合にその基底を構成していた．弱版

については，[BO06]と同様にMaass-Poincaré級数を考えることで，∆k の固有値から定まる適切な点まわり

における高次 Laurent係数が多重調和弱Maass形式となることがわかる．ここでMaass-Poincaré級数とは，

整数m ̸= 0に対し，M -Whittaker函数を用いて

Pk,m(z, s) := Γ(2s)−1
∑

γ∈Γ∞\Γ

[
(4π|m|y)− k

2 Msgn(m) k
2 ,s−

1
2
(4π|m|y)e2πimx

]∣∣∣∣
k

γ

によって定まる函数である．半整数重さの場合も同様である [Mat19]．さらにこの Laurent 係数たちが多重

調和弱 Maass 形式の空間を張ることもわかり（余分な函数もある），explicit に基底を記述することもでき

る．[Mat19+, Theorem 1.4], [Mat19, Theorem 1.1]．またこれらの係数が満たす微分漸化式（Lagariasらは

“ramp”関係式や “tower”関係式と呼んでいる）もより一般に示すことができる．[Mat19, (4.2), (4.3)].

2. Zagier, Duke-Imamoḡlu-Tóth の結果を多重調和弱 Maass 形式の捻れトレースに拡張した：1 で函数

P0,m(z, s)の Laurent係数を用いて，重さ 0の多重調和弱Maass形式の空間の基底を構成しているため，捻

れトレース Trd,D(P0,m(z, s))を考察すれば十分である．多少技術的ではあるが [DIT11]によってこれは計算

されており，Bessel函数などの特殊函数を用いて表示することができる．一方で半整数重さの場合も基底が求

まっており，その Fourier係数も同様に特殊函数を用いて表示される [Mat19, Proposition 3.2]．これらの表

示を直接見比べることで，重さ 0から重さ 1/2または 3/2の多重調和弱Maass形式間の写像で，その Fourier

係数が捻りトレースで与えられるものを具体的に構成することができる [Mat19, Theorem 1.3, Section 7]と

いうのが大まかな流れである．さらに定義を適切に修正したのち Trd,D(P2k,m(z, s))という量も考えることが

できるが，Dukeらの計算を拡張することでこのトレースも explicitに計算することができ，同様の写像（重

さ 2k から重さ k + 1/2または 3/2 − k）を構成することもできる．特に Schwagenscheidtら [Sch18]は調和

弱Maass形式に対し，dD < 0, k ≤ 0または dD > 0, k ≥ 0の場合において，テータリフトを用いることで

この写像を構成しているのだが，欠けているケース，例えば dD < 0, k > 0においても同様の写像を構成でき

た．これは (2.1), (2.2), (2.7)の重さ 2k の多重調和弱Maass形式への拡張を与えている．

最後に系を一つ紹介しよう．上記の定理を用いて 0 < d，D ̸= 1 に対し Trd,D(− log(y|η(z)|4))，および
Trd,1(1)を正則部分の Fourier係数に持つ多重調和Maass形式をそれぞれ構成する．こうして作られる多重調

和Maass形式は全て Γ0(4)に関する重さ 1/2，深さ 3/2となること，また θ(z)の差および定数倍の差を除い

て等しいことがわかる．あとは Fourier係数を比較することで次の分解公式を得る [Mat19, Corollary 1.4].

Trd,D(− log(y|η(z)|4)) =
√
|D|LD(1)Trd,1(1), 0 < d ̸= □, D ̸= 1, dD ̸= □.

これは d,D が互いに素な基本判別式のときに Kronecker (dD < 0)，Siegel (dD > 0) によって示され

ている等式である [DIT18, (41), (65)] が，今回の系では多重調和 Maass 形式を用いた自然な別証明が与

えられており，特にここでは d は D と無関係な（平方数でない）任意の判別式を取ることができる．例

えば d = 20, D = −4 とすれば，Q−80/ SL2(Z) = {[3,−2, 7], [1, 0, 20], [2, 0, 10], [4, 0, 5], [3, 2, 7], [4, 4, 6]}，
Q20/ SL2(Z) = {[1,−4,−1], [2,−2,−2]}であることから，以下を得る．

Tr20,−4(− log(y|η(z)|4)) = log
4

9

∣∣∣∣η
(
1+2

√
5i

3

)
η
(−1+2

√
5i

3

)
η(2

√
5i)η

(√
5i
2

) ∣∣∣∣4,
Tr20,1(1) =

log ε20
π

+
log ε5
π

=
8

π
log

1 +
√
5

2
,



また L−4(1) = π/4より，

4

9

∣∣∣∣η
(
1+2

√
5i

3

)
η
(−1+2

√
5i

3

)
η(2

√
5i)η

(√
5i
2

) ∣∣∣∣4 =

(
1 +

√
5

2

)4

, i.e.

∣∣∣∣η
(
1+2

√
5i

3

)
η
(−1+2

√
5i

3

)
η(2

√
5i)η

(√
5i
2

) ∣∣∣∣ =
√

3

2
· 1 +

√
5
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