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1 序
ボソン・フェルミオンフォック空間上の無限次元外微分作用素の理論が [6,7,12]

で展開された。そこで理論の基礎となるのは、フォック空間上の生成作用素と消滅
作用素の理念であり、理論の展開はMalliavin calculus[14]におけるそれとは独立
で、超対称的場の量子論や数論との関係も示され興味深い。また、この理論にお
いて、ある基本的なガウス型確率変数の多項式を係数に持つ微分形式の挙動につ
いては、多くのことが示され、既にそのような微分形式のクラスのための基礎は
完成しているといって良いだろう。そこで、問題となるのは、無限個のガウス型確
率変数を持つようなより一般的な微分形式のクラスの挙動を解明することである。
ところで、今述べた理論とは別に、[13,15]にあるようなフレッシェ微分の理念を
用いた無限次元解析も展開され、実りある結果が得られている。しかし、彼らの
関心はL2−理論を構築することにはなかったように見える。筆者は [4]において、
フレッシェ微分の理念を用いて、[6,7,12]における無限次元解析の理論と整合し得
る汎関数的方向微分作用素のL2−理論を研究し、この微分作用素について、上述
の多項式を含むある一般的な汎関数のクラスに適用可能な部分積分公式を導出し
た。本報告の目的は、この部分積分公式を基礎にして、[6,7,12]における外微分作
用素を包括するようなド・ラーム型のそれを構成することにある。



2 予備的知識
H を可分な実ヒルベルト空間とする。HCでH の複素化を表す。HC上のボソ

ンフォック空間と呼ばれる複素ヒルベルト空間 Fb(HC)を

Fb(HC) :=
∞⊕
n=0

n⊗
s

HC

=

{
ψ = {ψ(n)}∞n=0

∣∣∣∣ ψ(n) ∈
n⊗
s

HC, n ≥ 0,
∞∑
n=0

∥ψ(n)∥2⊗n
s HC

<∞

}
,

で定義する。ここで、⊗n
sHCは HCの n重対称テンソル積である（⊗0

sHC := C）。
f ∈ HCに対してFb(HC)における試験ベクトル f に付随するボソン消滅作用素
を a(f)で表す。作用素 a(f)は稠密に定義された閉作用素であり、その共役 a(f)∗

は次の形を取る：

(a(f)∗ψ)(0) = 0, (a(f)∗ψ)(n) =
√
nSn(f ⊗ ψ(n−1)), n ≥ 1, ψ ∈ D(a(f)∗).

ここで、Snは⊗nHC上の対称化作用素を表す。作用素 a(f)∗は試験ベクトル f に
付随する生成作用素と呼ばれる。
AをH 上の真に正な自己共役作用素とする。{Hs(A)}s∈RでAに付随するヒル

ベルトスケールを表す。このとき、すべての s ∈ Rに対して、Hs(A)の双対空間
Hs(A)

′は自然にH−s(A)と同一視される。H 上のトレースクラスに属する作用
素のなすイデアルをI1(H )で表す。γ > 0とし、次を仮定する。

仮定 1. A−γ ∈ I1(H ).

ヒルベルト空間 E を
E := Hγ(A).

によって定義する。すると、次が成り立つ。

E ′ = H−γ(A).

以下、集合X に対して、写像 F : E ′ −→ X; ϕ 7−→ F (ϕ)を単に F (ϕ)と書く。
仮定 1の下で、H からE ′への埋め込みはヒルベルト・シュミット作用素である。ゆ
えに、ミンロスの定理によって、可測空間 (E ′,B)上の確率測度であって、σ-集合
体Bが {ϕ(f)|f ∈ E }で生成され、次の等式が成り立つものがただ一つ存在する。∫

E ′
eiϕ(f)dµ(ϕ) = e−∥f∥2H /4, f ∈ E .

ここで、∥ · ∥H はH のノルムを表す。
f1, · · · , fn ∈ H に対して、 : ϕ(f1) · · ·ϕ(fn) :で確率変数 ϕ(f1), · · · , ϕ(fn)の

ウィック積を表す。ウィック積 : ϕ(f1) · · ·ϕ(fn) :は次の漸化式を満たす。

: ϕ(f1) := ϕ(f1),



: ϕ(f1) · · ·ϕ(fn) : = ϕ(f1) : ϕ(f2) · · ·ϕ(fn) :

− 1

2

n∑
j=2

⟨f1, fj⟩ : ϕ(f2) · · · ϕ̂(fj) · · ·ϕ(fn) : n ≥ 2,

ここで、ϕ̂(fj) は ϕ(fj)を除くことを意味する。ベクトルΩ ∈ Fb(HC)を

Ω := (1, 0, 0, · · · ),

で定義する。ベクトルΩはFb(HC)におけるフォック真空と呼ばれる。次の事実
はよく知られている（例えば、[11,16]）。

定理 2.1. 次を満たすボソンフォック空間Fb(HC)からL2(E ′, dµ)へのユニタリー
作用素 U が一意的に存在する。

UΩ = 1,

U(a(f1)
∗ · · · a(fn)∗Ω) = (

√
2)n : ϕ(f1) · · ·ϕ(fn) : , f1, · · · , fn ∈ H

定理 2.1におけるユニタリー作用素Uはボソンフォック空間のQ-空間表現といわ
れる。ここで構成された L2(E ′, dµ)を用いた研究として [1,2,6,7,8]がある。また、
[9]の理論の無限自由度版はこの表現を用いて記述しうる。
f ∈ H に対して、作用素 π(f) を

π(f) := U

(
i√
2

(
a(f)∗ − a(f)

))
U−1.

で定義する。すると、すべての f ∈ H に対して、π(f)は自己共役作用素になる。
すべてのH に対して、f 方向の汎関数的方向微分作用素と呼ばれるDf を

Df := iπ(f) + ϕ(f).

で定義する。すると、よく知られているように [11]、すべての f ∈ H に対して、
Df はL2(Q, dµ)上の可閉線形作用素になる。この汎関数的方向微分作用素に対し
て、次の部分積分公式が成り立つ。

定理 2.2. [4] g ∈ H とする。このとき、すべての F,G ∈ D(Dg)に対して、∫
E ′
(DgF )(ϕ)G(ϕ)dµ(ϕ) =

∫
E ′
F (ϕ)(2ϕ(g)G(ϕ)− (DgG)(ϕ))dµ(ϕ). (2.1)

ここで、L2(E ′, dµ)の部分空間を導入する。

定義 2.3. [4] g ∈ H 、 F を E ′上の可測関数とする。F がフレッシェ微分可能で、
すべての δ > 0に対して、

sup
|t|≤δ

|F (ϕ+ tg)|eδ|ϕ(g)|, sup
|t|≤δ

|F (ϕ+ tg)|ϕ(g)eδ|ϕ(g)| ∈ L2(E ′, dµ),

sup
|t|≤δ

|F ′(ϕ+ tg)(g)|eδ|ϕ(g)| ∈ L2(E ′, dµ).

を満たすとき、 F ∈ Dgという。



すると、次の定理を得る。

定理 2.4. [4] g ∈ H とする。このとき、 Dg ⊂ D(π(g))が成り立つ。さらに、す
べての F ∈ Dgに対して、

(DgF )(ϕ) = F ′(ϕ)(g), µ− a.e. ϕ ∈ E ′. (2.2)

定理 2.5. [4] g ∈ H とする。このとき、すべての F,G ∈ Dgに対して、∫
E ′
F ′(ϕ)(g)G(ϕ)dµ(ϕ) =

∫
E ′
F (ϕ)(2ϕ(g)G(ϕ)−G′(ϕ)(g))dµ(ϕ). (2.3)

3 ボソン・フェルミオンフォック空間上のド・ラーム型
外微分作用素の構成

すべての p ∈ Nに対して、H 上の連続 p-重線形形式のなすバナッハ空間を
B(H p)で表す。このとき、自然に⊗p K ⊂ B(H p)を得る ([5])。

定義 3.1. p ≥ 0, F を E ′から⊗pH への写像とする。F がB(H p)の位相に関し
てC∞級で、すべての l ≥ 0と ϕ ∈ E ′に対して

F (l)(ϕ) ∈ (
l
⊗E )⊗ (

p
⊗H ).

が成り立つとき、F は強C∞級であるといわれる。

定義 3.2. p, l ≥ 0, F を E ′から (⊗l E )⊗ (⊗p H )への可測写像とする。F がバナッ
ハ空間B(H l+p)の位相に関して微分可能で、すべての δ > 0と g ∈ H に対して

sup
|t|≤δ

∥F (ϕ+ tg)∥(⊗lE )⊗(⊗pH )e
δ|ϕ(g)| ∈ L2(E ′, dµ),

sup
|t|≤δ

∥F (ϕ+ tg)∥(⊗lE )⊗(⊗pH )ϕ(g)e
δ|ϕ(g)| ∈ L2(E ′, dµ),

sup
|t|≤δ

∥F ′(ϕ+ tg)(g)∥(⊗lE )⊗(⊗pH )e
δ|ϕ(g)| ∈ L2(E ′, dµ).

を満たすとき、F ∈ Dl,p(E ′)といわれる。

次の事実に注意する。

Dl,p(E
′) ⊂ L2(E ′, dµ; (⊗lE )⊗ (⊗pH )) ⊂ L2(E ′, dµ;⊗l+pH ), l, p ≥ 0.

定義 3.3. p ≥ 0, F を E ′から⊗pH への写像とする。F が強C∞級で、すべての
l ≥ 0に対して、

F (l) ∈ Dl,p(E
′)

を満たすとき、F ∈ C∞
p (E ′)といわれる。



すべての n ∈ Nに対して、n変数の多項式の全体をP(Rn)で表す。L2(E ′, dµ)

の稠密な部分空間P(E ′)を

P(E ′) := {F (ϕ(f1), · · · , ϕ(fn))|F ∈ P(Rn), fj ∈ E , j = 1, · · · , n, n ∈ N}.

によって定義する。すると、

P(E ′) ⊂ C∞
0 (E ′)

が成り立つ。
S をH 上の閉線形作用素で、E が D(S)で S の作用素ノルムに関して稠密、

S|E が連続なるものとする。p ≥ 0 とする。F ∈ C∞
p (E ′) に対して、DS,pF ∈

L2(E ′, dµ;⊗p+1 H )を

(DS,pF )(ϕ) := (S ⊗ I)(F ′(ϕ)), ϕ ∈ E ′, p ≥ 1

(DS,0F )(ϕ) := S(F ′(ϕ)), ϕ ∈ E ′

によって定義する。すると、定理 2.5により、[5]における手法と同様にして、DS,p

は L2(E ′, dµ;⊗p H )から L2(E ′, dµ;⊗p+1 H )への稠密に定義された可閉線形作用
素で、次の部分積分公式が成立することを証明できる。

定理 3.4. p ≥ 0とする。すべての F ∈ C∞
p (E ′), G ∈ C∞

0 (E ′), gj ∈ D(S∗), j =

1, · · · , p+ 1に対して、∫
E ′
⟨(DS,pF )(ϕ), G(ϕ)

p+1
⊗
j=1

gj⟩
⊗p+1 H

dµ(ϕ) =

∫
E ′
⟨F (ϕ), (D∗

S∗g1G)(ϕ)
p+1
⊗
j=2

gj⟩
⊗p H

dµ(ϕ).

(3.1)

ここで、⊗1
j=2gj := 1とする。

さて、定理 3.4の結果を反対称化することにより、ボソン・フェルミオンフォッ
ク空間上のド・ラーム型の外微分作用素を構成しよう。すべての p ≥ 0に対して、
∧pH をH の反対称テンソル積、Apを⊗pH 上の反対称化作用素とする。H 上の
フェルミオンフォック空間をFf(H )で表す。すると、ボソン・フェルミオンフォッ
ク空間 L2(E ′, dµ;Ff(H ))について、次が成り立つ。

L2(E ′, dµ;Ff(H )) =
∞⊕
p=0

L2(E ′, dµ;
p
∧H ).

L2(E ′, dµ;Ff(H ))の閉部分空間 L2
pを

L2
p := L2(E ′, dµ;

p
∧H )

によって定義する。



すべての F ∈ C∞
p (E ′) ∩ L2

pに対して、dS,pF ∈ L2
p+1を

(dS,pF )(ϕ) :=
√
p+ 1Ap+1((DS,pF )(ϕ)), ϕ ∈ E ′,

によって定義する。D(dS,p) := C∞
p (E ′) ∩ L2

p.

H の代数的反対称テンソル積を ⊗̂p
a H で表す。このとき、C∞

0 (E ′)と ⊗̂p
a H の

代数的テンソル積 (C∞
0 (E ′))⊗̂(⊗̂p

a H )について、

(C∞
0 (E ′))⊗̂(

p

⊗̂
a

H ) ⊂ D(dS,p)

が成り立つ。よって、線形作用素 dS,pは稠密に定義されている。
すべての L1 ∈ ∧pH , L2 ∈ ∧qH に対し、L1と L2の外積 L1 ∧ L2 ∈ ∧p+qH を

L1 ∧ L2 :=

√
(p+ q)!

p!q!
Ap+q(L1 ⊗ L2)

によって定義する。また、すべての gj ∈ H , j = 1, · · · , pに対し、

p
∧
j=1

gj := g1 ∧ · · · ∧ gp =
√
p!Ap(

p
⊗
j=1

gj)

と定義する。具体的な微分形式に対する dS,pの作用については次が成り立つ。

命題 3.5. すべての F ∈ C∞
0 (E ′)と fj ∈ H , j = 1, · · · , pに対して、

dS,p(F (ϕ)
p
∧
j=1

fj) = (dS,0F )(ϕ) ∧ (
p
∧
j=1

fj), ϕ ∈ E ′. (3.2)

定理 3.4を応用することにより、d∗S,pの具体的な微分形式に対する作用について
次が得られる。

定理 3.6. すべての p ≥ 0に対して、

(C∞
0 (E ′))⊗̂(

p+1

⊗̂
a
D(S∗)) ⊂ D(d∗S,p).

さらに、すべてのG ∈ C∞
0 (E ′)と gj ∈ D(S∗), j = 1, · · · , p+ 1に対して、

d∗S,p(G(ϕ)
p+1
∧
j=1

gj) =

p+1∑
j=1

(−1)j−1(D∗
S∗gj

G)(ϕ)g1 ∧ · · · ∧ ĝj ∧ · · · ∧ gp+1 (3.3)

定理 3.6により、D(d∗S,p)は L2
p+1で稠密であるから、dS,pは可閉である。以下、

dS,pも単に dS,pと書く。
ガウス型確率変数の多項式に対する dS,0の作用は以下の形をとる。



命題 3.7. n ∈ N, P ∈ P(Rn), fj ∈ D(S), j = 1, · · · , nとする。このとき、

dS,0 (P (ϕ(f1), · · · , ϕ(fn))) =
n∑

j=1

(∂jP )(ϕ(f1), · · · , ϕ(fn))Sfj, in L2 − sense.

(3.4)

命題 3.7により、[6,7,12]において導入された外微分作用素は dS,p|P(E ′)⊗̂(⊗̂p
a H )で

あることが分かる。以下、dS,p|P(E ′)⊗̂(⊗̂p
a H )を (dP)S,pと書く。すると、

(dP)S,p ⊂ dS,p

が成り立つ。自己共役作用素S∗Sのボソンフォック空間L2(E ′, dµ)における第 2量
子化作用素を dΓb(S

∗S), 自己共役作用素 SS∗のフェルミオンフォック空間Ff(H )

における第 2量子化作用素を dΓf(SS
∗)と書く。作用素 dΓ

(p)
f (SS∗)を

dΓ
(p)
f (SS∗) := dΓf(SS

∗)|D(dΓf(SS∗))∩(∧pH )

によって定義する。このとき、[7]によって得られた次の定理が再発見される。dS,−1 :=

0, (dP)S,−1 := 0と定義する。

定理 3.8. すべての p ≥ 0に対して、次の等式が成立する。

2(dΓb(S
∗S)⊗ I + I ⊗ dΓ

(p)
f (SS∗))

= (dP)∗S,p(dP)S,p + (dP)S,p−1(dP)∗S,p−1

= d∗S,pdS,p + dS,p−1d
∗
S,p−1. (3.5)

等式 (3.5)を踏まえ、作用素付きの無限次元ラプラシアン∆S,pを

∆S,p := d∗S,pdS,p + dS,p−1d
∗
S,p−1

によって定義する。最も単純な例として、γ = 2, S = A
1
2 の場合を考えることが

できる。
さて、次を証明できる。

命題 3.9. すべての p ≥ 0に対して、次が成立する。
(1) D(dS,p−1)上で、

dS,pdS,p−1 = 0. (3.6)

(2)

Ran(dS,p−1) ⊥ Ran(d∗S,p). (3.7)

命題 3.9により、ここでフレッシェ微分の理念を援用し構成した外微分作用素
{dS,p}p≥0に対しても、次のド・ラーム-ホッジ-小平型の分解定理が成立することが
分かる。



定理 3.10. すべての p ≥ 0に対して、

L2
p = Ran(dS,p−1)⊕ Ran(d∗S,p)⊕Ker(∆S,p). (3.8)

なお、詳細は省略せざるをえないが、ここで展開された実理論は、すべての複素
ヒルベルト空間は実ヒルベルト空間の複素化であるという事実をここで現れるヒ
ルベルト空間に対して顕在化することにより、HCに適合した形式で展開できる。
また、[3]における複素外微分作用素の取り扱いも、ここで述べた理論を複素化す
ることでより包括的なものに改良し得る。
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