
L2 boundedness of solutions to the 2D Navier-Stokes

equations and hyperbolic Navier-Stokes equations

筑波大学大学院 数理物質科学研究科 数学専攻

中村憲史 (Kenji Nakamura)

概要

本講演では, Navier-Stokes方程式及び双曲型 Navier-Stokes 方程式の 2次元初期値問題につ

いて, 初期値のクラスを L1 として解の L2((0,∞)× R2)有界性が得られることを示す. これは,

既存の減衰評価から直接得られる結果ではなく, Hardy空間を用いることにより得られる結果で

ある. なお, 本研究は小林孝行氏 (大阪大学), 三沢正史氏 (熊本大学)との共同研究に基づく

1 導入

一般に, 水などの非圧縮性粘性流体の運動は次の Navier-Stokes方程式で記述される:
∂tu+ (u · ∇)u+∇π = Div 2S in (0,∞)× R2

∇ · u = 0 in (0,∞)× R2

u(0, x) = u0(x) in R2

(NS)

ここで, 未知関数 u = u(t, x) = (u1(t, x), u2(t, x)), π = π(t, x) はそれぞれ流速, 圧力を表す. ま

た, 初期値 u0(x) は既知関数であり, 非圧縮条件 ∇ · u0 = 0 を満たすものとする. t は時間変数,

x = (x1, x2)は空間変数を表し,

∂t =
∂

∂t
, ∂2

t =
∂2

∂t2
, ∂k

j =
∂k

∂xk
j

(j = 1, 2, k ∈ N), ∂j = ∂1
j , ∆ = ∂2

1 + ∂2
2

とする. さらに, 2次元ベクトル値関数 v = (v1, v2)及びスカラー関数 f に対して

∇f = (∂1f, ∂2f), ∇v = (∇v1,∇v2), ∆v = (∆v1,∆v2),

∇ · v = ∂1v1 + ∂2v2, (v · ∇)v = (v1∂1v1 + v2∂2v1, v1∂1v2 + v2∂2v2)

とする. なお, 変形テンソル S = (Sj,k)
2
j,k=1 は

Sjk =
µ

2
(∂juk + ∂kuj)

で与えられ, これを Fourierの法則という. ただし, µ > 0は流体の粘性係数を表す. テンソルに対す

る発散は DivS = (
∑2

j=1 ∂jSj,k)
2
k=1 で定義され, 非圧縮条件∇ · u = 0から Div 2S = µ∆uが従い,



次を得る: 
∂tu− µ∆u+ (u · ∇)u+∇π = 0 in (0,∞)× R2,

∇ · u = 0 in (0,∞)× R2,

u(0, x) = u0(x) in R2.

(PNS)

一方, 変形テンソルに時間遅れを入れた S(t+ τ, x)の Taylor級数展開において τ → +0とすれば

Sjk(t+ τ, x) = Sjk(t, x) + τSjk(t, x) + · · ·

=
µ

2
(∂juk + ∂kuj)

を得る. したがって, S(t+ τ, x)の Taylor級数展開において, その 1次近似は

S + τ∂tS =
µ

2
(∂juk + ∂kuj)

n
j,k=1

であり, これを Cattaneoの法則という. (NS)の第一式に 1 + τ∂t を施して Cattaneoの法則を適用

すれば, 非圧縮条件 ∇ · u = 0から Div 2(S + τ∂tS) = µ∆uが従い, 次の双曲型 Navier-Stokes方程

式を得る:
τ∂2

t u− µ∆u+ ∂tu+ (1 + τ∂t)∇π = −(1 + τ∂t)((u · ∇)u) in (0,∞)× R2,

∇ · u = 0 in (0,∞)× R2,

u(0, x) = u0(x), ∂tu(0, x) = u1(x) in R2.

(HNS)

Navier-Stokes方程式は, フランスの技術者 C.L.M.H.Navierにより導出され, S.D. Poisson, B.de

Saint Venantら数理物理学者の考察を経て, 最終的に G.G. Stokesにより (PNS)の形にまとめられ

た. 数学的な解析は, J. Lerayによって始められて以降数多くの研究がなされてきたが, 未だに 3次

元初期値問題に対する適切性が示されておらず, ミレニアム問題としても有名である.

一方, 双曲型 Navier-Stokes方程式の数学解析は Racke, Saal[11, 12]により始められ, 彼らは全空

間における時間局所解及び小さな初期値に対する時間大域解の一意存在を示した.

以下, Lp (1 ≤ p ≤ ∞), Hm (m ∈ N) などは通常の Lebesgue 空間, Hilbert 空間などを表し, L2
σ

は L2 で非圧縮条件を満たすクラスとする.

2 2次元初期値問題における解の L2 有界性

まず, 本節で重要な役割を果たす Hardy空間H1(Rn) を定義しておく.

定義 2.1. n ≥ 2とする. f ∈ L1(Rn)が

∥f∥H1(Rn) =

∫
Rn

sup
r>0

|ϕr ∗ f(x)|dx < ∞

となるクラスを Hardy空間という. ここで, ϕr(x) = r−nϕ(r−1x)であり, ϕ ∈ C∞
0 (Rn)は suppϕ ⊂

B1(0) = {x ∈ Rn : |x| < 1}を満たすものとする.

2次元線型熱方程式の初期値問題{
∂tu−∆u = 0 in (0,∞)× R2,

u(0, x) = u0(x) in R2
(2.1)



において, 初期値が u0 ∈ L1(R2)のとき

lim
t→∞

t∥u(t)∥2L2 =
1

8π

∣∣∣∣∫
R2

u0(x)dx

∣∣∣∣2
が成り立つ ([4]). したがって, 熱方程式 (2.1)の解に対して, 一般に次の評価は成り立たない:∫ ∞

0

∥u(s)∥2L2(R2)ds ≤ C∥u0∥2L1(R2).

しかし, 線型熱方程式及び線型消散波動方程式において, 初期値のクラスを L1(R2)より狭い空間で

ある Hardy空間H1(R2)とすれば, 次の評価を得られる ([4], [7], [10]):∫ ∞

0

∥u(s)∥2L2(R2)ds ≤ C∥u0∥2H1(R2).

Ogawa, Shimizu[10]において, 彼らは (2.1)の解 uに対して次を示した:∫ ∞

0

∥∇u(s)∥2H1(R2)ds ≤ C∥u0∥2H1(R2).

このとき, 2次元における埋め込みW 1,1 ⊂ L2 及びH1 ⊂ L1 から∫ t

0

∥u(s)∥2L2(R2)ds ≤ C

∫ t

0

∥∇u(s)∥2L1(R2)ds

≤ C

∫ t

0

∥∇u(s)∥2H1(R2)ds

≤ C∥u0∥2H1(R2)

となることがわかる.

Navier-Stokes 方程式の初期値問題については, Leray[5], Hopf[3] により弱解の存在が示された.

また, Masuda[6] は t → ∞ のとき, 弱解の L2(R2) ノルムが 0 に収束することを示した. その後,

Wiegner[13]は初期値が u0 ∈ L1(R2)のとき, 例えば次の弱解に対する減衰評価を得た:

∥u(t)∥L2(R2) ≤ C(1 + t)−
1
2 . (2.2)

Miyakawa[8, 9] は, Hardy空間 H1 での Stokes方程式及び Navier-Stokesの考察を行った. そして,

初期値が u0 ∈ H1(R2)のとき L(H1,H1)となることや, ∥∇u(t)∥H1(R2) = O(t−1/2) as t → ∞など
の減衰評価を導出した.

双曲型 Navier-Stokes方程式の初期値問題については, Racke, Saal[11, 12]による以下の時間局所

解及び時間大域解に関する結果が知られている.

定理 2.2. (Racke, Saal[11]) n ≥ 2, m > n/2とする. 初期値が

(u0, u1) ∈ (Hm+2(Rn)×Hm+1(Rn)) ∩ L2
σ(Rn)

を満たすとき, (HNS)の時間局所解 (u, π)が一意に存在し,

u ∈ C2([0, T ],Hm(Rn)) ∩ C1([0, T ],Hm+1(Rn)) ∩ C0([0, T ],Hm+2(Rn) ∩ L2
σ(Rn)),

(1 + τ∂t)∇π ∈ C0([0, T ],Hm(Rn))



となる. ここで, 存在時刻 T > 0は

T >
1

1 + C(∥u0∥Hm+2 + ∥u1∥Hm+1)

を満たし, C > 0はmと nにのみ依存する定数である.

定理 2.3. (Racke, Saal[12]) m1 ≥ 3,m ≥ m1 + 9, 4 < q < ∞, 1/q + 1/p = 1とする. ある ε > 0

が存在し,

∥(u0, u1)∥Hm+2×Hm+1 + ∥(u0, u1)∥L1 + ∥(u0, u1)∥Wm1+6,p×Wm1+5,p < ε

のとき, (HNS)の時間大域解 (u, π)が一意に存在し,

u ∈ C2([0,∞),Hm(Rn)) ∩ C1([0,∞),Hm+1(Rn)) ∩ C0([0,∞),Hm+2(Rn) ∩ L2
σ(Rn)),

(1 + τ∂t)∇π ∈ C0([0,∞), Hm(Rn))

となる. さらに, T に依らない定数M0 > 0 が存在し, 次を満たす:

M(T ) ≤ M0.

ただし,

M(T ) = sup
0≤t≤T

{
(1 + t)1−

2
q ∥u(t)∥Wm1,q + (1 + t)

3
2−

2
q ∥(∂tu(t),∇u(t))∥Wm1,q

+(1 + t)
1
2 ∥u(t)∥Hm + (1 + t)∥(∂tu(t),∇u(t))∥Hm

}
.

注意 2.1. 定理 2.3から特に, t > 0に対して

∥u(t)∥L2 ≤ C(1 + t)−
1
2 , ∥(∂tu(t),∇u(t), ∂t∇u(t))∥L2 ≤ C(1 + t)−1

が成り立ち, C > 0は tに依らない定数である.

我々は, (2.2)や注意 2.1からは直接得ることができない L2((0,∞)×R2)有界性を, Hardy空間を

用いることで導出した. なお, 非圧縮条件により, 初期値のクラスを L1(R2)とすることができた.

定理 2.4. u0 ∈ L2
σ(R2) ∩ L1(R2), (u, π) を (PNS) の (0, T ) × R2 上弱解とする. すなわち,

u ∈ L∞(0, T ;H1(R2)), π ∈ L2((0, T )× R2) であり, (u, π)は (PNS)を超関数の意味で満たすとす

る. このとき ∫ t

0

∥u(s)∥2L2(R2)ds ≤ C

が成り立ち, C > 0は tに依らない定数である.

定理 2.5. n = 2, uを定理 2.2及び定理 2.3で得られる (0, T )×R2 上 (HNS)の解とする. このとき∫ t

0

∥u(s)∥2L2(R2)ds ≤ C

が成り立ち, C > 0は tに依らない定数である.



3 証明の概要

我々の証明はエネルギー法を基盤とし, Hardy 空間と有界平均振動 (bounded mean oscillation

(BMO))のクラスが双対であることを示す, Fefferman-Steinの不等式を用いることがポイントであ

る. この方法を 2次元外部領域における熱方程式及び消散波動方程式に適用した結果として [4, 7]が

挙げられるが, 大きな違いとして非圧縮条件の存在がある. 我々は特に次の補題を用いることで, 初期

値のクラスを L1(R2)とすることができた.

補題 3.1. ([1]) n ≥ 2とする. f ∈ L1(Rn), ∇ · f = 0のとき,
∫
Rn f(x)dx = 0であり∣∣∣∣∫

Rn

fgdx

∣∣∣∣ ≤ C∥f∥L1∥∇g∥Ln

が任意の g ∈ W 1,n(Rn) ∩ L∞(Rn)に対して成り立つ. ここで, C は nにのみ依存する定数である.

なお, 非線型項の評価には次の補題を用いる.

補題 3.2. ([2]) u ∈ H1(R2), ∇ · u = 0 のとき (u · ∇)u ∈ H1 となり, 次の評価が成り立つ.

∥(u · ∇)u∥H1 ≤ C∥u∥L2∥∇u∥L2 .
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