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概要

本研究は佐藤拓氏（福岡大学）との共同研究である．非特異トーリック Fano 多様体に関し

ては，分類するアルゴリズムをはじめ数多くの研究があるが，Fano 多様体の高次化として，第

2 Chern 指標と任意の曲面との交点数が正である Fano 多様体を考えることができ，これを

2-Fano 多様体という．しかし，2-Fano 多様体は多くはなく，トーリック 2-Fano 多様体はこ

れまでのところ射影空間以外に例が知られていない．本稿では，Q-分解的な場合にトーリック

2-Fano 多様体の類似を考え，そのような具体例を構成する．

1 トーリック多様体と扇

n 次元トーリック多様体とは，C 上の正規代数多様体 X であって，代数的トーラス (C∗)n を稠密

な開集合として含み，(C∗)n の自分自身への自然な作用を X 全体への作用に拡張するものである．

例 1.1. 代数的トーラス自身 (C∗)n, アフィン空間 Cn, 射影空間 Pn は n 次元トーリック多様体で

ある．

2 つのトーリック多様体 X,X ′ は，代数多様体としての同型 f : X → X ′ で次を満たすものが存

在するとき同型であるという．

(1) f は代数的トーラスの間の同型 f ′ : (C∗)n → (C∗)n を誘導する．

(2) f は f ′ に関し同変である，すなわち，任意の t ∈ (C∗)n と x ∈ X に対し，f(tx) = f ′(t)f(x)

が成り立つ．

トーリック多様体は，扇とよばれる多面錐の有限集合から構成することができる．

定義 1.2. (1) Rn の有理強凸多面錐とは，Zn の有限個のベクトル v1, . . . , vr で張られる多面錐

σ = R≥0v1 + · · ·+ R≥0vr で，Rn の 0 でないいかなる部分空間も含まないものである．

(2) Rn の扇とは，Rn の有理強凸多面錐からなる空でない有限集合 ∆ で次を満たすものである．

(i) σ ∈ ∆ ならば，σ の各面もまた ∆ に属する．

(ii) σ, τ ∈ ∆ ならば，σ ∩ τ はそれぞれの面である．

特に，{0} は有理強凸多面錐であり，任意の扇は {0} を含む．

∗ 本研究は科研費 (課題番号:18J00022)の助成を受けたものである．



Rn の扇 ∆ からトーリック多様体 X(∆) を構成する．まず，各有理強凸多面錐 σ ∈ ∆ からア

フィン代数多様体 Uσ を構成する．σ∨ = {u ∈ Rn | すべての v ∈ σ に対し ⟨u, v⟩ ≥ 0} とおくと，
σ∨ ∩Zn は和に関し可換モノイドになり，モノイド環 C[σ∨ ∩Zn] は C 上有限生成な整域になる．し
たがって SpecC[σ∨ ∩Zn] はアフィン代数多様体になるので，これを Uσ とおく．次にこれらを貼り

合わせる．τ が σ の面ならば，包含写像 τ → σ はモノイドの準同型 σ∨ ∩ Zn → τ∨ ∩ Zn を定め，

更にこれが定める射 Uτ = SpecC[τ∨ ∩ Zn] → SpecC[σ∨ ∩ Zn] = Uσ は開埋め込みになる．これに

より Uτ を Uσ の開部分集合と同一視し，Uσ たちを貼り合わせてできる代数多様体が求めるトー

リック多様体 X(∆) である．

注意 1.3. 更に，扇 ∆ のデータから代数的トーラス (C∗)n のトーリック多様体 X(∆) への作用を

定めることができるが，本研究ではトーラスの作用は考えないので本稿では省略する．

例 1.4. (1) 0 ≤ k ≤ n に対し，σ = R≥0e1 + · · ·+R≥0ek ⊂ Rn とすると，Uσ = Ck × (C∗)n−k

である．

(2) R2 の扇 ∆ を

∆ ={{0},R≥0e1,R≥0e2,R≥0(−e1 − e2),

R≥0e1 + R≥0e2,R≥0e1 + R≥0(−e1 − e2),R≥0e2 + R≥0(−e1 − e2)}

で定めると（図 1），3 個の 2 次元多面錐に対応するアフィン代数多様体はいずれも C2 であ

り，それらが貼り合わさって X(∆) = P2 となる．

図 1 P2 を定める扇．

Rn の 2 つの扇は，Zn の自己同型でそれらの間の全単射を誘導するものが存在するとき同型であ

るという．

定理 1.5. n 次元トーリック多様体の同型類と，Rn の扇の同型類は，上述の構成法により 1 対 1 に

対応する．

トーリック多様体は非常に特別な代数多様体であり，例えば同じ次元のトーリック多様体はすべて

双有理同値であるが，定理 1.5 により，扇を与えることにより一般次元の代数多様体を具体的に数多

く構成することができ，多様体の性質を，より扱いやすい扇の側で調べることができる．また，多面

錐は Zn のベクトルで張られるので，コンピューターとも相性がよい．

注意 1.6. (1) より正確には，トーリック多様体，扇にはそれぞれ射を定義することができて圏を

なし，定理 1.5 の対応は圏同値を定める．



(2) トーリック多様体というと，空間だけでなく作用も込めて考えている．しかし，2 つの非特異

で完備なトーリック多様体に対しては，代数多様体として同型であることと，トーリック多様

体として同型であることは同値である [11]．

2 トーリック多様体と扇の関係

Zn のベクトルで，成分の最大公約数が 1 であるものを原始ベクトルとよぶ．∆ を Rn の扇とす

る．σ ∈ ∆ の各 1 次元面に対し，それを張る原始ベクトルがただ 1 つ存在し，σ はそれらで張ら

れる．

定義 2.1. ∆ を Rn の扇とする．σ ∈ ∆ に対し，v1, . . . , vk を σ の 1 次元面を張る原始ベクトル全

体とする．

(1) ∆ が非特異であるとは，各 σ ∈ ∆ に対し，v1, . . . , vk が Zn の基底に延長できることである．

(2) ∆ が単体的であるとは，各 σ ∈ ∆ に対し，v1, . . . , vk が Rn の基底に延長できることである．

(3) ∆ が末端的であるとは，各 σ ∈ ∆ に対し，u ∈ (Zn)∗ と正整数 j が存在して，⟨u, v1⟩ = · · · =
⟨u, vk⟩ = j かつ任意の v ∈ (σ ∩ Zn) \ {0, v1, . . . , vk} に対し ⟨u, v⟩ > j となることである．

(4) ∆ が標準的であるとは，各 σ ∈ ∆ に対し，u ∈ (Zn)∗ と正整数 j が存在して，⟨u, v1⟩ = · · · =
⟨u, vk⟩ = j かつ任意の v ∈ (σ ∩ Zn) \ {0} に対し ⟨u, v⟩ ≥ j となることである．

(5) ∆ が完備であるとは
∪

σ∈∆ σ = Rn となることである．

上の定義はトーリック多様体の性質に対応しており，これによりトーリック多様体に関する多くの

問題が扇の問題に帰着される．

定理 2.2. ∆ を Rn の扇とする．

(1) ∆ が非特異であることと，X(∆) が非特異であることは同値である．

(2) ∆ が単体的であることと，X(∆) が Q-分解的であることは同値である．

(3) ∆ が末端的であることと，X(∆) が高々末端特異点のみをもつことは同値である．

(4) ∆ が標準的であることと，X(∆) が高々標準特異点のみをもつことは同値である．

(5) ∆ が完備であることと，X(∆) が完備であることは同値である．

明らかに，扇は非特異ならば単体的かつ末端的であり，末端的ならば標準的である．

注意 2.3. (1) Rn の単体的な扇は，n − 1 次元球面の三角形分割の各頂点に原始ベクトルを書い

て表すと便利であり，これにより n = 4 でも図に描くことができる．

(2) アフィントーリック多様体 Uσ の構成の過程では反変関手を 2 度施しており，二度手間に見え

るが，このように構成することにより，定理 2.2 (5) のように，トーリック多様体と扇の対応

が見やすくなるのである．

トーリック多様体の Picard 数や Euler 標数も容易に求めることができる．扇 ∆ の r 次元多面錐

全体を ∆(r) で表す．



定理 2.4. ∆ を Rn の完備な扇とする．

(1) X(∆) が Q-分解的ならば，X(∆) の Picard 数は |∆(1)| − n に一致する．

(2) X(∆) が非特異ならば，X(∆) の Euler 標数は |∆(n)| に一致する．

Picard 数が 1 の非特異完備トーリック多様体は射影空間しかない．

例 2.5. 例 1.4 (2) の扇は非特異で完備であり，対応するトーリック多様体 P2 は確かに非特異で完

備である．P2 の Picard 数は 1 であり，Euler 標数は 3 である．

トーリック多様体 X(∆) が射影的かどうかを扇 ∆ の側で判定する方法もあるが，一定の条件を満

たす関数が存在するという条件であり，他に比べて複雑である（詳細は [14] を参照）．具体的に扇が

与えられたときに，対応するトーリック多様体が射影的かどうかを判定するのは一般には容易では

ない．しかし，非特異で Picard 数が 3 以下の完備トーリック多様体や，Q-分解的で Picard 数が 2

以下の完備トーリック多様体は必ず射影的になることが知られている [9, 15]．本稿で構成するトー

リック多様体は，Q-分解的で Picard 数が 2 なので射影的である．

注意 2.6. 非特異完備トーリック多様体の基本群やコホモロジー環も扇の言葉で記述することができ

る．一方，2 つのトーリック多様体が微分同相であるための条件は一般次元では不明である．

3 トーリック Fano 多様体

反標準因子が豊富な多様体を Fano 多様体とよぶ．高々標準特異点のみをもつトーリック Fano

多様体は各次元に同型を除いて有限個しかなく，次元が低い所では実際に分類されている．

次元 1 2 3 4 5 6

非特異トーリック Fano 多様体の数 1 5 18 124 866 7,622

高々末端特異点のみをもつ 1 5 100 166,841 ? ?

Gorenstein トーリック Fano 多様体の数

高々末端特異点のみをもつ 1 5 233 ? ? ?

Q-分解的トーリック Fano 多様体の数

高々末端特異点のみをもつ 1 5 634 ? ? ?

トーリック Fano 多様体の数

高々標準特異点のみをもつ 1 16 4,319 473,800,776 ? ?

Gorenstein トーリック Fano 多様体の数

高々標準特異点のみをもつ 1 16 12,190 ? ? ?

Q-分解的トーリック Fano 多様体の数

高々標準特異点のみをもつ 1 16 674,688 ? ? ?

トーリック Fano 多様体の数

表 1 トーリック Fano 多様体の数 [8]．



Zn の有限部分集合の Rn における凸包を整凸多面体とよぶ．内部にある格子点が原点のみである

ような整凸多面体を標準的 Fano 多面体とよび，2 つの標準的 Fano 多面体は，Zn の自己同型で移

り合うときユニモジュラー同値であるという．

X(∆) を高々標準特異点のみをもつトーリック Fano 多様体とすると，∆ の 1 次元多面錐を張る

原始ベクトル全体の凸包をとることで標準的 Fano 多面体が得られ，この対応により，高々標準特異

点のみをもつ n 次元トーリック Fano 多様体の同型類と，Rn の n 次元標準的 Fano 多面体のユニ

モジュラー同値類は 1 対 1 に対応する．n 次元標準的 Fano 多面体の n− 1 次元の面が，扇の n 次

元多面錐に対応する．整凸多面体の体積は内部の格子点の個数（0 個の場合を除く）を固定すると有

界 [7, Theorem 3.6] であり，整凸多面体は体積を固定すると有限個しかない [10, Theorem 2] ので，

特に標準的 Fano 多面体は各次元に有限個しかなく，したがって高々標準特異点のみをもつトーリッ

ク Fano 多様体も各次元に有限個しかない．

以下，X(∆) を Q-分解的で完備な n 次元トーリック多様体とし，X(∆) が Fano かどうかを扇の

側で判定する方法について解説する．∆ の r 次元多面錐 τ は，トーリック多様体 X(∆) のトーラ

ス不変（代数的トーラス (C∗)n の作用で不変）な n− r 次元閉部分多様体 V (τ) と 1 対 1 に対応す

る．特に，D1, . . . , Dm を X(∆) のトーラス不変因子全体とすると，各 Di には ∆ の 1 次元多面錐

R≥0vi が対応する（vi は原始ベクトル）．

定理 3.1. トーリック多様体 X(∆) の反標準因子は −KX(∆) = D1 + · · ·+Dm で与えられる．

トーリック多様体においては，因子が豊富かどうかを判定するには，トーラス不変な曲線との交点

数を調べれば十分である．

定理 3.2. X(∆) を完備な n 次元トーリック多様体とし，D をその上の Cartier 因子とする．この

とき，D が豊富であることと，任意の τ ∈ ∆(n− 1) に対し，交点数 (D · V (τ)) が正になることは

同値である．

そして，次の命題を繰り返し適用することにより，扇が具体的に与えられたとき，トーラス不変な

部分多様体同士の交点数をいつでも計算できる．

命題 3.3. X(∆) を Q-分解的で完備な n 次元トーリック多様体とする．

(1) R≥0vi1 + · · ·+ R≥0vin ∈ ∆(n) ならば，

(V (R≥0vi1) · · · · · V (R≥0vin)) =
1

| det(vi1 , . . . , vin)|

である．特に，∆ が非特異ならば右辺は 1 である．

(2) 相異なる vi1 , . . . , vin が ∆の n次元多面錐を張らないならば，(V (R≥0vi1)·· · ··V (R≥0vin)) =

0 である．

(3) 任意の u ∈ (Zn)∗ に対し，
∑m

i=1⟨u, vi⟩Di ≡ 0 である．

特に，非特異な場合には，反標準因子とトーラス不変曲線の交点数は次のようになる．

命題 3.4. X(∆)を n次元非特異完備トーリック多様体とし，τ = R≥0vi1+· · ·+R≥0vin−1 ∈ ∆(n−1)



とする．v, v′ を異なる原始ベクトルで，τ +R≥0v, τ +R≥0v
′ がともに∆ の n 次元多面錐になるも

のとする．このとき，整数 a1, . . . , an−1 で v + v′ + a1vi1 + · · ·+ an−1vin−1 = 0 を満たすものが一

意的に存在し，(−KX(∆) · V (τ)) = 2 + a1 + · · ·+ an−1 となる．

4 トーリック 2-Fano 多様体

非特異トーリック Fano 多様体に関する研究は数多く，与えられた次元のトーリック Fano 多様体

をすべて求めるアルゴリズムも知られている [13]．一方，Fano 多様体の高次化として，第 2 Chern

指標と，多様体上の任意の曲面との交点数が正であるという条件を考えることができる．このとき，

第 2 Chern 指標は正であるといい，そのような非特異 Fano 多様体を 2-Fano 多様体とよぶ．第 2

Chern 指標が正または非負の多様体について初めて研究したのは de Jong–Starr [4] であり，2-Fano

という用語は後に [5] で導入された．[5] では，第 2 Chern 指標が非負の多様体のことを 2-Fano 多

様体と呼んでいるが，[1] では第 2 Chern 指標が正の多様体のことを 2-Fano 多様体と呼んでおり，

そちらの方が自然であるので，ここでも後者に従う．

注意 4.1. Tsen の定理の超曲面以外への一般化として，Graber–Harris–Starr [6] は，C 上の曲線
の関数体K 上の有理連結多様体が K-有理点をもつことを示した．2-Fano 多様体はこれの曲面版を

考えようという研究の中で導入された．すなわち，多様体に対し，「有理単連結 (rationally simply

connected)」という概念を定義した上で，そのような多様体に対し，Tsen の定理の曲面版と言える

主張を示そうという問題である．De Jong–He–Starr [3] は定義の候補を与え，Tsen の定理の曲面版

といえる定理を示しているが，更に多くの技術的な仮定が必要となっている．そこで，求める仮定が

満たされると期待される，より自然な条件として導入されたのが 2-Fano のようである．詳細は [1]

を参照して頂きたい．

2-Fano 多様体は数が少なく，例えば 3 次元 2-Fano 多様体は P3 と P4 の滑らかな 2 次超曲面し

かない [1]．非特異完備トーリック多様体 X(∆) の場合，Chern 指標は

chk(X(∆)) =
Dk

1 + · · ·+Dk
m

k!

となり，ch2(X(∆)) が正であることを示すには，任意のトーラス不変曲面との交点数さえチェック

すれば十分なので [12]，扇が与えられれば，トーリック多様体が 2-Fano かどうかはいつでも判定で

きる．しかし，第 2 Chern 指標が正のものは（Fano の仮定を落としても）これまでのところ射影空

間以外に例が知られていない．実際，いくつかの特別なトーリック多様体のクラスでは，射影空間以

外にトーリック 2-Fano 多様体は存在しないことがわかっている．

定理 4.2 (Sato [16]). Picard 数が 2 で第 2 Chern 指標が正のトーリック多様体は存在しない．

Building set とよばれる，有限集合の部分集合族からトーリック多様体を構成する方法があるが，

そのようなトーリック多様体の中にも，2-Fano なものは射影空間しかないことがわかる．

定義 4.3. 空でない有限集合 S 上の building setとは，S の空でない部分集合からなる有限集合

B で次の条件を満たすものである．



(1) I, J ∈ B かつ I ∩ J ̸= ∅ ならば，I ∪ J ∈ B である．

(2) 任意の i ∈ S に対し，{i} ∈ B である．

B の包含関係に関する極大元全体を Bmax で表し，Bmax = {S} のとき B は連結であるという．

定義 4.4. Building set B の nested set とは，B \Bmax の部分集合 N で次の条件を満たすもの

である．

(1) I, J ∈ N ならば，I ⊂ J, J ⊂ I, I ∩ J = ∅ のいずれかが成り立つ．
(2) 任意の k ≥ 2 と，任意の pairwise disjoint な I1, . . . , Ik ∈ N に対し，I1 ∪ · · · ∪ Ik /∈ B が成

り立つ．

B の nested set 全体を N (B) で表す．

Building set B から扇 ∆(B) を構成する．まず，B が連結な場合を考える．S = {1, . . . , n+1} と
する．e1, . . . , en を Rn の標準基底とし，en+1 = −e1−· · ·−en とおく．I ⊂ S に対し eI =

∑
i∈I ei

とおき，N ∈ N (B) に対し R≥0N =
∑

I∈N R≥0eI とおくと，∆(B) = {R≥0N | N ∈ N (B)} は
Rn の扇になる．B が連結でない場合，B =

⊔
C∈Bmax

B|C と分解し，各 B|C は連結なので，
X(∆(B)) =

∏
C∈Bmax

X(∆(B|C)) と定める．

例 4.5. S = {1, . . . , n+ 1} とする．

(1) B = {{1}, . . . , {n + 1}, {1, . . . , n + 1}} とすると，B は S 上の building set であり，

X(∆(B)) = Pn である．

(2) B = 2S \ {∅} とすると，B は S 上の building set であり，X(∆(B)) は permutohedral

variety とよばれる多様体になる．

定理 4.6 (S. [19]). Building set に伴うトーリック 2-Fano 多様体は射影空間のみである．

注意 4.7. Building set に伴うトーリック多様体は，De Concini–Procesi [2] が構成した wonderful

model をトーリック多様体として構成し直したものである．Building set は元々は一定の条件

を満たす subspace arrangement として定義され，本稿における定義はそれを特別な場合に抽象

化したものである．[2] の記号を用いて wonderful model との関係を説明すると次のようになる．

V = Cn+1 とし，V ∗ の subspace arrangement G が ⟨e∗1⟩, . . . , ⟨e∗n+1⟩ をすべて含み，その他の元
がすべて e∗1, . . . , e

∗
n+1 の一部で生成される場合を考える．このとき，AG = (C∗)n, CG = {⟨e∗i | i ∈

I⟩ | ∅ ̸= I ⊂ {1, . . . , n + 1}},FG = {⟨e∗1⟩, . . . , ⟨e∗n+1⟩} となる．S = {1, . . . , n + 1}, B = {I ⊂ S |
⟨e∗i | i ∈ I⟩ ∈ G} とおくと，G が [2] の定義での building set であることと，B が本稿の定義での

building set であることは同値である．また，G が building set で V ∗ ∈ G ならば，G \ {V ∗} の部
分集合が G-nested set であることと，対応する B \ {S} = B \ Bmax の部分集合が本稿の定義での

nested set であることは同値であり，Y G = X(∆(B)) である．

同様に，トーリック 3-Fano 多様体や 4-Fano 多様体なども考えることはできるが，交点数の計算

はより複雑になる．



5 主結果

そこで，2-Fano 多様体を研究する当初のモチベーションは忘れて，トーリック 2-Fano 多様体の

特異版を考えることにする．非特異完備トーリック多様体 X(∆) に対し

ch2(X(∆)) =
D2

1 + · · ·+D2
m

2

となる事実に注目し，（必ずしも非特異でない）Q-分解的な射影的トーリック多様体 X(∆) に対し

γ2(X(∆)) = D2
1 + · · ·+D2

m

とおく．トーリック多様体 X(∆)は，その上の任意のトーラス不変曲面 S に対し交点数 (γ2(X(∆)) ·
S) が正であるとき γ2-正であるということにする．3 次元で高々末端特異点のみをもつ場合は，2-

Fano の場合と同様に次が成り立つ．

定理 5.1 (Sato–Sumiyoshi [17]). (1) Q-分解的な射影的トーリック多様体は，Picard 数が 1 な

らば γ2-正である．

(2) Q-分解的で高々末端特異点のみをもつ 3 次元トーリック Fano 多様体（233 種類）に対し，

γ2-正であることと Picard 数が 1 であることは同値である．

一方，4 次元以上では（特異ではあるが）Q-分解的で高々末端特異点のみをもつ γ2-正なトーリッ

ク Fano 多様体が Picard 数 2 で存在することがわかった．

例 5.2 (Sato–S. [18]). R4 において

x1 = e1, x2 = e2, x3 = e3, x4 = e4, x5 = −e1 − 2e2 − e3, x6 = −e2 − 2e3 − e4

とおき，扇 ∆ を

{R≥0xi1 + R≥0xi2 + R≥0xi3 + R≥0xi4 | i1, i2 ∈ {1, 2, 5}, i3, i4 ∈ {3, 4, 6}}

とそれらの面全体として定義すると，対応するトーリック多様体 X(∆) は Q-分解的で高々末端特異

点のみをもつ γ2-正なトーリック Fano 多様体である．

例 5.3 (Sato–S. [18]). Rn (n ≥ 4) において

x1 = e1, . . . , xn−2 = en−2, xn−1 = −(e1 + · · ·+ en−2 + (n− 2)en−1), xn = en−1,

y1 = −(en−1 + en), y2 = en

とおき，扇 ∆ を

{R≥0x1 + · · ·+ R̂≥0xi + · · ·+ R≥0xn + R≥0yj | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ 2}

とそれらの面全体として定義すると，対応するトーリック多様体 X(∆) は Q-分解的で高々末端特異

点のみをもつ γ2-正なトーリック Fano 多様体である．



整凸多面体 P ⊂ Rn は，原点を内点として含み，双対 P ∗ = {u ∈ Rn | 任意の v ∈ P に対し

⟨u, v⟩ ≥ −1} もまた整凸多面体になるとき反射的であるという．高々標準特異点のみをもつトー
リック Fano 多様体が Gorenstein であることと，対応する標準的 Fano 多面体が反射的であること

は同値である．例 5.2, 5.3 はどちらも Gorenstein ではないので，γ2-正な Gorenstein トーリック

Fano 多様体がどのくらい存在するかという問題も考えられる．2 次元の場合は，自明な例しか存在

しない．

定理 5.4 (Sato–S. [18]). Gorenstein で射影的なトーリック曲面に対し，γ2-正であることと Picard

数が 1 であることは同値である．

一方，3 次元では Picard 数が 2 のものが存在することがわかった．

例 5.5 (Sato–S. [18]). R3 において

x1 = e1, x2 = e2, x3 = e3, x4 = −2e2 − e3, x5 = −e1 − e2

とおき，扇 ∆ を

R≥0x1 + R≥0x2 + R≥0x3, R≥0x1 + R≥0x2 + R≥0x4, R≥0x1 + R≥0x3 + R≥0x4,

R≥0x2 + R≥0x3 + R≥0x5, R≥0x2 + R≥0x4 + R≥0x5, R≥0x3 + R≥0x4 + R≥0x5

とそれらの面全体として定義すると，対応するトーリック多様体 X(∆) は Q-分解的で γ2-正な

Gorenstein トーリック Fano 多様体である．
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