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1 導入

偏微分方程式の解の特異性は時間の可逆性と結びついており,波動方程式の解の特異性は有限の速度で伝播

する.量子力学的波動方程式とよばれるシュレディンガー方程式において,同様の結果は成り立たず解の特異性

の伝播速度は無限大であるという性質をもつ.粒子の遠方での運動の様子から特異性の解析ができ,特異性が伝

播する様子は波面集合を用いることで詳しく調べることができる.本研究では,次の時間に依存する劣 2次のポ

テンシャルをもつシュレディンガー方程式の初期値問題を考え,その解の Hs 型波面集合を波束変換を用いて

考察した. {
i∂tu(t, x) +

1
2∆u = V (t, x)u(t, x) (t, x) ∈ R× Rn

u(0, x) = u0(x) x ∈ Rn
(S)

ここで, i =
√
−1, u : R× Rn → C, u0 : Rn → C, ∆ =

∑n
j=1

∂2

∂xj
2 , ∂t =

∂
∂t , ∂x = ∂

∂x で V : R× Rn → R,
u0(x) ∈ L2(Rn)とする.さらに V (t, x)に対しては以下の仮定をする.

仮定 V (t, x) ∈ C∞(R× Rn)であり, ρ < 2 が存在して, 任意の多重指数 αに対して, 定数 Cα が存在して

|∂α
xV (t, x)| ≤ Cα(1 + |x|)ρ−|α|

が任意の (t, x) ∈ R× Rn について成り立つ.

2 平滑化作用

自由シュレディンガー方程式において,{
i∂tu(t, x) +

1
2∆u(t, x) = 0

u(0, x) = u0(x) ∈ L2(Rn)

⇒ u(t, x) ∈ C(R;L2(Rn))が成り立つ. さらにここで初期値に対して ⟨x⟩u0(x) ∈ L2(Rn)の仮定を加えると ,

(x+ it∇)e
i
2 t∆ = e

i
2 t∆xより , {

(i∂t +
1
2∆)

(
(x+ it∇)u(t, x)

)
= 0

(x+ it∇)u(t, x)
∣∣
t=0

= xu0(x) ∈ L2(Rn)

が成り立つ. したがって (x+ it∇)u(t, x) ∈ C(R;L2(Rn))となり, ∇u(t, x) ∈ C(R;L2
loc(Rn)) (t ̸= 0)がわ

かる.ここで u0 になめらかさの条件はつけていないため, u0 の遠方での減衰から解のなめらかさがしたがって

いる.このような性質を「平滑化効果」という.

—————————————————

*本研究は指導教員である加藤 圭一先生との共同研究に基づくものである.



しかし , これでは tが 0を離れた瞬間に微分ができるということしかわからない .　方向別に精密化して考え

ることでより精密な結果が得られる.そこで波面集合を考える.

3 波面集合

関数 f(x)が点 x0 ∈ Rn で C∞ 級となることの同値な条件をフーリエ変換を用いて次のように表すことがで

きる.

命題 関数 f(x)が x0 ∈ Rn で C∞ 級

:⇔ χ(x0) ̸= 0である χ ∈ C∞
0 (Rn)が存在し , 任意の N ∈ Nに対し , CN > 0が存在し ,

|(̂χf)(ξ)| ≤ CN ⟨ξ⟩−N

を満たすことである. この命題を方向別に精密化したものが次の C∞ 型波面集合である.

定義 (C∞ 型波面集合) (x0, ξ0) ∈ Rn × (Rn\{0}) , f ∈ S ′(Rn)に対して

(x0, ξ0) /∈ WFC∞(f)

:⇔ χ(x0) ̸= 0である χ ∈ C∞
0 (Rn)と ξ0 の錐近傍 Γが存在し, 任意の N ∈ Nに対し , CN > 0が存在し

|(̂χf)(ξ)| ≤ CN ⟨ξ⟩−N

を満たすことである.

ここで f̂(ξ) := 1
(2π)n

∫
e−ixξf(x)dx, ξ0 の錐近傍 Γ :⇔ ξ0 の近傍で , ξ ∈ Γ, α > 0 ⇒ αξ ∈ Γである.

次に局所ソボレフ空間を定義し, Hs 型波面集合を定義する.

定義 (局所ソボレフ空間) f ∈ S ′ , Ωは Rn の開集合.

f ∈ Hs
loc(Ω):⇔ χ(x0) ̸= 0である χ ∈ C∞

0 (Ω)が存在して , ⟨ξ⟩s |(̂χf)(ξ)| ∈ L2(Rn)を満たすことである.

この局所ソボレフ空間を方向別に精密化したものが Hs 型波面集合である.

定義 (Hs 型波面集合) (x0, ξ0) ∈ Rn × (Rn\{0}), f ∈ S ′(Rn)とする.

(x0, ξ0) /∈ WFHs(f)

:⇔ χ(x0) ̸= 0である χ ∈ C∞
0 (Rn)と ξ0 の錐近傍 Γが存在し, ⟨ξ⟩s |(̂χf)(ξ)| ∈ L2(Γ)を満たすことである.

フーリエ変換はなめらかさを減少度に変える変換とみることができ, その方向に関して減衰があれば波面集

合に入らないということである. したがって ξ の遠方での減衰をみることで特異性を調べることができる. こ

こで本研究で用いた波束変換と, 波束変換を用いた波面集合の特徴づけを述べる.

定義 (波束変換)

φ ∈ S(Rn)\{0}, f ∈ S ′(Rn)に対して, 窓関数 φから定まる f の波束変換Wφf(x, ξ)を

Wφf(x, ξ) =

∫
Rn

φ(y − x)f(y)e−iyξdy , (x, ξ) ∈ Rn × Rn

と定義する.

例えば窓関数 φがコンパクトサポートをもつ C∞
0 (Rn)の元であった場合, 点 x付近で f を切り取ってフーリ

エ変換している. 次にこの波束変換を用いた波面集合の特徴づけを述べる.



定理 [K.Kato-M.Kobayashi-S.Ito (2017)]

(x0, ξ0) ∈ (Rn × Rn\{0}), u ∈ S ′(Rn)とする. このとき (i),(ii)は同値である.

(i) (x0, ξ0) /∈ WFC∞(u)

(ii) x0 の近傍 K, ξ0 の近傍 V が存在して, 任意の N ∈ N , a ≥ 1 , ϕ ∈ S(Rn)\{0}について,CN,a,ϕ > 0が

存在して,

|Wϕλ
u(x, λξ)| ≤ CN,a,ϕλ

−N

(λ ≥ 1 , x ∈ K, ξ ∈ Γ ∩ {ξ | 1
a ≤ |ξ| ≤ a})

定理 [K.Kato-M.Kobayashi-S.Ito(2017)]

(x0, ξ0) ∈ (Rn × Rn\{0}), u ∈ Hr(Rn) (r ≥ 0) とする. このとき (i),(ii), は同値である.s > r に対して,

(i) (x0, ξ0) /∈ WFHs(u)

(ii) x0 の近傍K, ξ0 の近傍 V が存在して, ϕ ∈ S(Rn)\{0}について,∫ ∞

1

λ2s+n−1∥Wϕλ
u(x, λξ)∥2L2(K×V )dλ < +∞

これらの定理は ξ で方向を定め, λの減衰に置き換えて考えているものである. この C∞ 型波面集合の特徴

づけを用い, 劣二次のポテンシャルをもつシュレディンガー方程式の解の C∞ 型波面集合の初期データによる

特徴づけがなされている.

定理 [K.Kato-S.Ito (2014)]

u(t, x) ∈ C(R;L2(Rn))は u0(x) ∈ L2(Rn)を初期値とする (S)の解で, b = min( 2−ρ
4 , 1

4 )とする.このとき

x0 の近傍K, ξ0 の近傍 V が存在して, 任意の N ∈ N, a ≥ 1, φ0 ∈ S(Rn)\{0}に対して, CN,a,φ0 > 0が存在

して,
(x0, ξ0) /∈ WFC∞ [u(t0)] ⇔ |W

φ
(−t0)

λ

u0(0;x(0; t, x, λξ), ξ(0; t, x, λξ))| ≤ CN,a,φ0
λ−N

φ0,λ(x) = λ
nb
2 φ0(λ

bx) (λ ≥ 1), φ
(t)
λ (x) = e

i
2 t∆φ0,λ(x)

x(τ ; t, x, ξ), ξ(τ ; t, x, ξ)は (C)の解{
ẋ(τ) = ξ(τ), x(t0) = x

ξ̇(τ) = −∇V (τ, x(τ)), ξ(t0) = ξ.
(C)

4 主定理

主定理 u(t, x) ∈ C(R;L2(Rn))は u0(x) ∈ L2(Rn)を初期値とする (S)の解で, s ∈ R, b = min( 2−ρ
4 , 1

4 )と

する.このとき x0 の近傍K, ξ0 の近傍 V が存在して, 任意の φ0 ∈ S(Rn)\{0}に対して,

(x0, ξ0) /∈ WFHs [u(t0)] ⇔
∫ ∞

1

λ2s+n−1∥W
φ

(−t0)

λ

u0(x(0; t0, x, λξ), ξ(0; t0, x, λξ))∥2L2(K×V )dλ < +∞



運動量の大きいところが特異性に関する部分であり, λに関する減衰があれば (x0, ξ0)を通る古典軌道上の

点はすべて波面集合に入らないこと示している.ここで簡単のために V = 0とすると, 特性曲線 (C)は以下の

ようになる. {
ẋ(τ) = ξ(τ), x(t0) = x

ξ̇(τ) = 0, ξ(t0) = ξ.
(C’)

これを解くと x(t) = x + tξ, ξ(t) = ξ となり運動量 ξ は一定であり, 速度は ẋ(t) = ξ より運動量に比例する.

主定理より特異性に関係する部分は運動量が大きなところであり, 運動量無限大の粒子は無限大の速度をもち,

瞬時に無限遠に飛び去る. 2節で tが 0を離れた瞬間になめらかになることはこのイメージからもわかる.
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