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1 導入

当研究では、未知関数 u : Rn × [0,∞) → Rについての次のような初期値問題を扱います。ut(x, t) + ν|Du(x, t)| − |Du(x, t)|div
(

Du(x, t)

|Du(x, t)|

)
= f(x) in Rn × (0,∞),

u(x, 0) = u0(x) in Rn.

(1.1)

ここで、Duは uの空間についての勾配、divは空間についての発散です。ν は 0以上の定数で、
u0 ∈ C(Rn)です。また外力項 f : Rn → Rは局所有界な関数であり、不連続なものも含めます。
典型的には f(x) = cχΩ(x) (c > 0は定数)の場合を考えます。
方程式 (1.1)の物理的な背景としては、結晶成長現象の二次元核生成があります。二次元核生成

とは、飽和溶液中にある真っ平な結晶面に、溶解している結晶分子が一か所に集まって「出っ張
り」を形成し、そこを核にしてさらに結晶分子が吸着し、結晶が成長していく現象のことです [8]。
方程式 (1.1)をこのような現象のモデルとして見た時、u(x, t)は飽和溶液中の結晶における基準面
上の位置 x、時刻 tにおける結晶の高さを意味します。方程式 (1.1) (n = 2)においては、結晶は
基準面に対して垂直方向と水平方向に成長します。垂直方向には f(x)の速さで成長し、水平方向
の成長速度は uの等高線の外向き法線方向に対して、等高線の平均曲率 κに一様な速度−ν を加
えたものになります（図 1、図 2）。
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図 1: 垂直方向と水平方向の成長
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図 2: 等高線の例とその水平方向の成長

2 準備

2.1 粘性解

粘性解とは弱解の一種であり、界面発展を記述する等高面方程式に対する適切な解概念です [5]。
一方で、粘性解の概念は元々、ハミルトン・ヤコビ・ベルマン方程式において、ある種の最適制
御問題の値関数を一意的な解として捕捉する解概念として、Crandall、Lionsにより導入されまし
た [1]。粘性解の概念はアイザック方程式においても有効で、この場合は微分ゲームに現れる値関
数を捕捉しています [3]。このことは、後述の「ゲーム解釈」を考える背景となっています。
さて、方程式 (1.1)の粘性解の定義を述べるにあたって、方程式を次のように言い換えます。ut(x, t) + ν|Du(x, t)|+ F (Du(x, t), D2u(x, t)) = f(x) in Rn × (0,∞),

u(x, 0) = u0(x) in Rn.
(2.1)

ここで、F は次のように定義されます。

F (p,X) = −Tr

((
I − p⊗ p

|p|2

)
X

)
, p ∈ Rn \ {0}, X ∈ Sn.

p⊗ pは、p = (pi)
n
i=1に対して、p⊗ p := (pipj)1≤i,j≤n ∈ Snで定まるものです。すると、(2.1)に

対する粘性解の定義は次のようになります。以降、関数 wに対して、w∗、w∗はそれぞれ wの上
半連続包、下半連続包を指します。

定義 2.1 (粘性解). (1) 次の条件を満たす時、関数 uは (2.1)の粘性劣解であるという。

(a) u∗ < ∞.

(b) ϕ(x, t)を滑らかな関数とし、u∗ − ϕは (x0, t0) ∈ Rn × (0,∞)で極大を持つならば、

ϕt(x0, t0) + ν|Dϕ(x0, t0)|+ F∗(Dϕ(x0, t0), D
2ϕ(x0, t0)) ≤ f∗(x0)

が成り立つ。

(c) 任意の x ∈ Rnに対し、
u∗(x, 0) ≤ u0(x)

が成り立つ。

(2) 次の条件を満たす時、関数 uは (2.1)の粘性優解であるという。

(a) u∗ > −∞.



(b) ϕ(x, t)を滑らかな関数とし、u∗ − ϕは (x0, t0) ∈ Rn × (0,∞)で極小を持つならば、

ϕt(x0, t0) + ν|Dϕ(x0, t0)|+ F ∗(Dϕ(x0, t0), D
2ϕ(x0, t0)) ≥ f∗(x0)

が成り立つ。

(c) 任意の x ∈ Rnに対し、
u∗(x, 0) ≥ u0(x)

が成り立つ。

(3) 関数 uが (2.1)の粘性劣解かつ粘性優解である時、(2.1)の粘性解であるという。

2.2 比較原理

初期値問題に対する粘性解の比較原理というのは、初期時刻で u ≤ vとなる粘性劣解 uと粘性
優解 vに対して、時間大域的に u ≤ vが成り立つというものです。この主張を通して粘性解の一意
性が言えて、さらには解の連続性まで分かります。2階の方程式に対する比較原理に関しては [2]

に詳しく述べられています。ただし、後にも述べますが、通常の比較原理は方程式に連続性を仮
定しており、方程式 (1.1)の f が不連続な場合には期待できません。

2.3 ペロンの方法

ペロンの方法とは、劣解w1と優解w2がw1 ≤ w2を満たしており、またいずれも初期条件（楕
円型方程式なら境界条件）を真に満たしている時、w1 ≤ u ≤ w2を満たす解 uが存在するという
主張です。このような w1、w2をそれぞれ sub barrier、super barrierと呼びます。粘性解につい
てのペロンの方法は、[6]で最初に与えられています。

3 結果

3.1 粘性解の一意性

方程式 (1.1)の解の一意性についての結果は、f(x) = cχΩ(x)の場合で得られました。f の不連
続性のため通常の比較原理が期待できないので、弱比較原理として述べています。ここでの弱比
較原理の結論は、u∗ ≤ vと u ≤ v∗が成り立つというものです。また、Ωの仮定は、有界開集合か
つ星形であるというものです。Ωが星形であるとは次の条件を満たすことを言います。

(H1) ある δ > 0があって、任意の λ ∈ (1− δ, 1)に対して、λΩ ⊂ Ωが成り立つ。

定理としては次のようになります。

定理 3.1. f(x) = cχΩ(x)とし、Ωは有界開集合で、(H1)を満たすとする。u0はあるコンパクト集
合の外で定数であるとする。Rn × [0,∞)上の上半連続関数 uと下半連続関数 vはそれぞれ、(1.1)

の粘性劣解、粘性優解であるとする。（このとき、定義 2.1より u(·, 0) ≤ v(·, 0)が成り立つ。）また、
あるR > 0と a ≤ bなる定数 a、bが存在して、u(x, t) = aと v(x, t) = bを全ての x ∈ B(0, R)c、
t > 0で満たしているとする。この時、u∗ ≤ vと u ≤ v∗が Rn × [0,∞)で成立する。



u∗ ≤ vを示す場合は、粘性劣解 uを λ < 1によって、uλ(x, t) = λ2u(λ−1x, λ−2t)とスケーリン
グします。この時、uλと vから出る粘性不等式の外力項 f の部分を比べた時、λΩ ⊂ Ωという仮
定によって、背理法の矛盾を導くような差を得ます。u ≤ v∗の場合も同様の証明です。
尚、このスター付きタイプの弱比較原理は、一例として [7, Theorem 1.4]にて、粘性解の意味

での境界条件で楕円型の平均曲率流方程式に対して示されています。
通常の比較原理が解の一意性を導くのに対して、定理 3.1は条件付きで解の一意性を導きます。

想定する解のクラスは、定理 3.1に即して、遠方で定数となるものです。すなわち、

ある定数R > 0と C ∈ Rが存在して、任意の x ∈ B(0, R)cと t > 0で、u(x, t) = C が成り立つ
(3.1)

というものです。一意性について述べた主張として次の系が得られます。

系 3.2. f(x)、Ω、u0は定理 3.1と同じ仮定を満たすものとする。方程式 (1.1)に対して (3.1)を満
たす連続な粘性解 uが存在するならば、(3.1)を満たす粘性解は uのみである。

3.2 解の漸近形

解の漸近形についての結果は f(x) = cχΩ(x)、u0 = 0の時に得られました。この場合、方程式
を改めて書くと次のようになります。ut(x, t) + ν|Du(x, t)| − |Du(x, t)|div

(
Du(x, t)

|Du(x, t)|

)
= cχΩ(x) in Rn × (0,∞),

u(x, 0) = 0 in Rn.

(3.2)

漸近形を得る過程で、漸近形を解として持つような次の定常方程式を考えます。ν|DU(x, t)| − |DU(x, t)|div
(

DU(x, t)

|DU(x, t)|

)
= c in Ω,

U(x) = 0 on ∂Ω

(3.3)

定常解の存在を得るために Ωに対して次の「外部球条件」(図 3)を仮定します。この仮定はペロ
ンの方法の super barrierを構成する際に用います。

(H2) 任意の z ∈ ∂Ωに対して、ある z0 ∈ Rnが存在して、|z − z0| > n−1
ν とB(z0, |z − z0|) ⊂ Ωc

が成り立つ。

尚、この仮定はもう少し弱めることができますが、煩雑になるため省略します。定理としては
次のようになります。

定理 3.3. (H2)を満たす Rn上の有界開集合 Ωについて、以下が成り立つ。

(1) 定常方程式 (3.3)の粘性解 U ∈ C(Ω)が一意的に存在する。

(2) 　

u(x, t) :=

min{U(x), ct} (x ∈ Ω),

0 (x /∈ Ω)

は (3.2)の連続な粘性解である。さらに Ωが (H1)を満たすならば、この uは一意的な粘性
解である。
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図 3: 外部球条件

3.3 ゲーム解釈

先行研究 [7]では、外力項 f が 0の場合に、二人のプレイヤーで行われるあるゲームの値関数
uϵ(x, t)が、ϵ → 0のとき方程式の解に収束することが示されています。当研究では、不連続外力
項付きの方程式 (1.1)に対しても、f をランニングコストとしてゲームに加えることで、対応する
値関数が (1.1)の解に収束することが示せました。(1.1)（n = 2）に対応するゲームのルールは以
下のようになります。

• プレイヤーの名前を Paul、Carolとする。

• x ∈ R2、t > 0、ϵ > 0を固定する。xは Paulの初期位置、tはゲームが行われる時間を意味
する。

• ゲームの時間を ϵ2ごとに区切る。正確には、N := ⌈ t
ϵ2
⌉ステップに区切る。

• 各ステップ i (i = 0, 1, · · · , N − 1)において

(1) Paulは vi、wiの値をそれぞれ S1の元から選択する。

(2) Carolは Paulの選択が確定してから、biの値を+1にするか−1にするかを選択する。

(3) 両者の選択に基づいて、次のステップにおける状態を以下のように定める。

xi+1 = xi +
√
2ϵbivi + νwiϵ

2,

yi+1 = yi + ϵ2f(xi).

ここで、xiはステップ iにおける Paulの平面上の位置であり、yiはステップ iの時点
で Paulが積み重ねたコストである。x0 = xであり、y0 = 0である。

• ゲームが終了した時点で、コスト yN に u0(xN )を加算し、これをトータルコストとする。
Paulは各選択において、このトータルコスト yN +u0(xN )の最小化を、Carolは最大化を目
指す。両者が最善の選択をした場合のトータルコストが値関数 uϵ(x, t)である。値関数を定
式化すると次のようになる。

uϵ(x, t) := min
v0,w0∈S1

max
b0=±1

. . . min
vN−1,wN−1∈S1

max
bN−1=±1

[yN + u0(xN )] (t > 0),

uϵ(x, 0) := u0(x).



図 4: Ωの形

値関数が解に収束するというのは、正確には次の主張になります。

定理 3.4.

u(x, t) := lim
(y,s)→(x,t)

ϵ↘0

uϵ(y, s), u(x, t) := lim
(y,s)→(x,t)

ϵ↘0

uϵ(y, s)

とする。この時、u(x, 0) = u(x, 0) = u0(x)であり、uと uはそれぞれ (1.1)の粘性劣解、粘性優
解である。

3.4 ゲーム解釈の応用

先行研究 [4]で研究されている ν < 0の場合についても、ゲームのルールに若干の修正を加える
ことで定理 3.4同様の収束の結果が得られました。Paulと Carolの目的を入れ替える、つまり値
関数 uϵ(x, t)として次のものを考えることでゲーム解釈が実現します。

uϵ(x, t) := max
v0,w0∈S1

min
b0=±1

. . . max
vN−1,wN−1∈S1

min
bN−1=±1

[yN + u0(xN )] (t > 0),

uϵ(x, 0) := u0(x).

ところで、[4]は、ν = −1の時の解の漸近速度 limt→∞
u(x,t)

t を調べていますが、一例として、
Ω = B((−1, 0), 1)∪B((1, 0), 1)（図 4）の場合を考えています。[4]はこの場合、u(x, t) = ctχΩ(x)

という自明解の他に、漸近速度が平面上の場所によらず 0より真に大きいような非自明解の存在
を示しています [4, Proposition B.2]。
当研究ではこの評価を改良し、次の結果を得ました。

定理 3.5. ν = −1、u0 = 0、f(x) = cχΩ(x)、Ω = B((−1, 0), 1) ∪ B((1, 0), 1)とする。この時、
x ∈ R2に関して局所一様に

lim
t→∞

u(x, t)

t
= c

となるような粘性解 uが存在する。

ここでは、ゲームの値関数を下から評価することで、sub barrier uを下から評価し、漸近速度
cの解の存在を得ています。値関数の評価については、Paulが平面上のどの場所からでも Ω内に
入ることのできるような戦略と、一旦Ω内に入ってしまえばゲームが終了するまでずっとΩ内に
留まっていられるような戦略を具体的に与えることで実現しました。
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