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abstract

自己相似群作用から作られる C∗-環上の, ゲージ作用に対する KMS状態につい
ての結果が得られたので発表する. 具体的には, ある条件を満たす自己相似群作用か
ら生成される C∗-環についてはKMS状態が一意的に定まることを示し, さらに条件
を付け加えるとそのKMS状態のGNS表現からくる von Neumann環の型が調べら
れることを述べる．

1 導入

Banach ∗-環 Aの任意の元 aについて ∥a∥2 = ∥a∗a∥が成り立つとき, Aを C∗-環と呼
ぶ. C∗-環の代表例としてコンパクト空間上の連続関数環に上限ノルムを定めたものや,

Hilbert空間上の有界作用素全体に作用素ノルムを定めたもの等が知られている. 逆に,

任意の単位元を持つ可換なC∗-環はあるコンパクト空間上の連続関数環と同型であり, 任
意のC∗-環はあるHilbert空間上の有界作用素全体の中のノルムで閉じた部分 ∗-環と同型
であることが, 基礎的な定理として知られている.

本講演で取り扱う C∗-環は Cuntz–Pimsner環と呼ばれるものの一種である. Cuntz–

Pimsner環について説明するためにHilbert C∗-双加群と呼ばれるものを導入しなければ
ならない. それは以下のように定義される.

定義 1.1. Aを C∗-環とし, HをA上の右加群とする.

第二変数について線形な写像 ⟨·, ·⟩ : H ×H → Aが任意の x, y ∈ H, a ∈ A について以
下の条件を満たすとき, ⟨·, ·⟩をA値の内積と呼ぶ.

• ⟨x, x⟩ ≥ 0.

• ⟨x, x⟩ = 0であることと x = 0であることは同値.

• ⟨x, y⟩∗ = ⟨y, x⟩.

• ⟨x, y⟩a = ⟨x, ya⟩.

A値の内積は ∥⟨x, x⟩∥
1
2 によってH上のノルムを定める. このノルムによってHが完

備なときにHをHilbert A-右加群と呼ぶ.



A = Cの場合はHilbert空間そのものであり, Aが一般の場合にもHilbert空間論と類
似した事実がいくつか知られている. 例えば写像 T : H → Hで, 随伴 T ∗ : H → Hが存
在する (随伴とは任意の x, y ∈ H について ⟨Tx, y⟩ = ⟨x, T ∗y⟩ となる T ∗のことである)

ようなものをすべて集めた集合を L(H)とすると, これはHilbert空間上の有界線形作用
素全体を一般化したものに相当する集合である.

単射 ∗-準同型 ϕ : A → L(H)が存在するとき, Hilbert A-右加群に ϕ(a)x (ただし a ∈
A, x ∈ H)で左演算を定めることができる. こうして得られたA-双加群のことをA上の
Hilbert C∗-双加群と呼ぶ. しばしば ϕを省略して書く. 本レポートでも以降 ϕは書かず
に左演算を単に axで記述する.

A上のHilbert C∗-双加群Hが与えられると, 各演算を保存したままAとHを含むよう
なより大きな C∗-環を構成することができる. そのような C∗-環はHの Cuntz–Pimsner

環と呼ばれている. 構成法をここでは解説しない (構成法は例えば [1]にまとめられてい
る)が, HのCuntz–Pimsner環とはAと {Sx|x ∈ H}から生成されていて, 任意のα ∈ C,
x, y ∈ H及び a, b ∈ Aについて以下を満たすものである.

Sαx+y = αSx + Sy, Saxb = aSxb, S∗
xSy = ⟨x, y⟩.

作用素環論には, ある数学の対象からHilbert C∗-双加群及びCuntz–Pimsner環を構成
し, Cuntz–Pimsner環の性質がどのようにもとの対象から与えられているかを研究する
という話題がある. 例えば複素力学系から Cuntz–Pimsner環を構成し KMS状態 (定義
は後述する)ともとの力学系の関係性に言及するという先行研究が知られている [4].

本講演では次章で定義する自己相似群作用から与えられるCuntz–Pimsner環を取り扱
う. このCuntz–Pimsner環はV.Nekrashevychによって構成され [7], 例えばK群にもと
の群作用の情報が遺伝していることなどが示されている [8]. この度, あるゲージ作用に
対するKMS状態に元の群作用の情報が残されていることがわかった. 本講演ではその結
果について発表する.

2 準備

この章では本公演の主要な話題である, 自己相似群作用とそこから得られる Cuntz–

Pimsner環さらにKMS状態を定義し, 簡単に解説する. まずは自己相似群作用の定義及
びNekrashvychによる Cuntz–Pimsner環の構成を [7]に基づいて簡単に述べる.

X を |X| ≥ 2なる有限集合とし, Xω を X の元たちから成る片側無限列全体とする.

Xω に離散位相たちの積位相を導入するとカントール集合と同相になる. X 上の重みが
均等な数え上げ確率測度から, Xω 上の積測度が定義される. 今回この測度を µと書く.

u ∈ Xnとしたとき, 筒集合 uXω := {w ∈ Xω | wの最初の n文字が uと一致する }の測
度は µ(uXω) = |X|−nで与えられる.

Xω 上の自己相似群作用は以下で定義される.

定義 2.1. 群GのXω上の忠実な作用を考える. 任意の g ∈ Gと x ∈ X に対し h ∈ Gと
v ∈ X が存在して, 任意の w ∈ Xω について

g(xw) = vh(w) (2.1)



を満たすとき, この作用を自己相似群作用と呼ぶ.

上の hと vは gと xから一意に定まるので h = h(g, x), v = v(g, x)と書く. 自己相似
群作用の例として以下のものが知られている.

例 2.2. X = {0, 1}とし, g1及び g2を次で定めるXω 上の同相写像とする.

g1(0w) = 1w, g2(0w) = 0g1(w),

g1(1w) = 0w, g2(1w) = 1g2(w),

ただしw ∈ Xωは任意で, w1 ∈ Xωを 1 ∈ Xを並べ続けるような列としたとき, g2(w1) =

w1と定める. このとき aと bで生成される自己同相群の中の部分群は (Z/2Z) ∗ (Z/2Z)
と同型であり, この対応によって (Z/2Z) ∗ (Z/2Z)の自己相似群作用が与えられている.

以下では群GはつねにXω に自己相似に作用するとし, Xω の各元のGによる軌道が
Xω で稠密であるとする (上の例もこの仮定を満たす).

続いてHilbert C∗-双加群の構成に移る. ΦRを群環X を自由基底に持つCG上の自由
右加群とする. ΦR の任意の元は

∑
x∈X x · ax の形で与えられる (ただし各 ax は CGの

元). ΦRに CG値の内積を

⟨
∑
x∈X

x · ax ,
∑
x∈X

x · bx⟩ :=
∑
x∈X

a∗xbx

で定義する. ΦRに左演算を自己相似性を用いて

g(
∑
x∈X

x · ax) :=
∑
x∈X

v(g, x) · (h(g, x)ax)

で与える. ΦRは双加群になったのでRを外し Φと書く.

C∗-環を構成するためにCGの適切な完備化を考えたい. そのために次のようにG-ジェ
ネリック点を定義する.

定義 2.3. g ∈ Gに対し, w ∈ Xω が g(w) ̸= wであるか gで止まっている wの開近傍が
存在するかのいずれかを満たすとき wは g-ジェネリックはであると言う. g-ジェネリッ
クな点全体を (Xω)g−genと書く. w ∈ Xω がすべての g ∈ Gについて g-ジェネリックで
あるとき wがG-ジェネリックであるという. G-ジェネリックな点全体を (Xω)G−genと
書く.

以下の記号を準備する.

Notation 2.4. G(w)を w ∈ Xω のGによる軌道とする.

πw : CG→ B(l2(G(w)))を
g(δh(w)) := δgh(w).

によって与えられる Gの表現とする. この表現の作用素ノルムによる CGの閉包を Aw

とする. つまり
Aw := πw(CG)

∥·∥

である.



次の結果が [7]で示されている.

(1). w1, w2 ∈ Xω を 2つのG-ジェネリック点とするとき,

Aw1 ≃ Aw2 .

(2). CG上の双加群 ΦはAΦ上のHilbert C∗-双加群に拡張される.

(1)よりG-ジェネリック点wを用いてAΦ := Awと書くとこれはwの選び方に依らな
いことがわかる. さらに (2)で得られたAΦ上のHilbert C∗-双加群もΦと書くことにし,

ΦのCuntz–Pimsner環をOΦと書く. このOΦが今回取り扱うCuntz–Pimsner環である.

OΦは次のようにとらえることができる.

定理 2.5. OΦは以下の関係式を満たすAΦと {Sx | x ∈ X}から生成される不変C∗-環で
ある.

S∗
xSy = δx,y (2.2)

∑
x∈X

SxS
∗
x = 1 (2.3)

aSx =
∑
y∈X

Sy⟨y, a · x⟩ (2.4)

ただし δx,y はKroneckerの δを意味し, a ∈ AΦ, x, y ∈ X は任意である.

Remark 2.6. [7]においては上記の普遍C∗-環が OΦの定義であるが, この普遍C∗-環が
Φの Cuntz–Pimsner環と同型であることは容易に示せる.

これで Cuntz–Pimsner環 OΦの定義及び解説を一旦終える. 次に KMS状態を定義す
る. まずは一般の状態の定義から始め, 後のためにGNS表現に触れる.

定義 2.7. 単位的C∗-環Aに対し, 任意の a ∈ Aでφ(a∗a) ≥ 0を満たし, さらにφ(1) = 1

であるようなA上の線形汎関数を状態と言う. A上の状態全体の集合を S(A)と書く.

φがA上の状態であるとき, Nφ := {a ∈ A|φ(a∗a) = 0}とすると, ⟨a+Nφ, b+Nφ⟩ :=
φ(a∗b)は A/Nφ上の内積になる. ゆえに A/Nφを完備化すると Hilbert空間Hφが得ら
れる. a ∈ Aに対して πφ(a) ∈ B(Hφ)を πφ(a)(b + Nφ) := ab + Nφ で定める. この
時, πφ : A → B(Hφ)は ∗-準同型である. (πφ,Hφ)を状態 φによる Aの GNS表現と言
う. GNS表現は作用素環論において黎明期から知られる基本的な表現であり, 随所で使
われる.

Remark 2.8. 表現の直和 ⊕φ∈S(A)(πφ,Hφ)を考えると, Aを B(⊕φ∈S(A)Hφ)に埋め込
むことができる. 従って前章で触れたように, 任意の C∗-環はある Hilbert空間上の有界
線形作用素全体のなかのノルムで閉じた部分 ∗-環と見なすことができる.



Notation 2.9. OΦ上の Rのゲージ作用 Γを

Γt(g) := g, Γt(Sx) := eitSx

で与える. ただし g ∈ G, t ∈ R及び x ∈ X は任意.

a ∈ OΦを止めておいて, Γt(a)を OΦ値のR上の関数と見なす. Γt(a)がC上の整関数
に拡張されるような a全体を (OΦ)Γと書く.

一般論から (OΦ)Γは OΦの稠密な部分 ∗-環である.

上記の記号の下でKMS状態と呼ばれる特殊な状態は以下のように定義される. 本来よ
り一般の R作用に定義されるものだが, ここでは本講演で扱うゲージ作用についてのみ
定義する. 詳しくは [9]や [2]などにまとまっている.

定義 2.10. β > 0とする. OΦ上の状態 φが β-KMS条件を満たすとは任意の a ∈ (OΦ)Γ

と b ∈ OΦに対して
φ(ab) = φ(bΓiβ(a))

が成立するときのことを言う. β-KMS条件を満たす状態を β-KMS状態と呼び, β-KMS

状態全体の集合をKβ(Γ)と書く.

定義からわかるようにKMS状態はトレース状態 (トレース状態とは任意の C∗-環の 2

元 a, bについて φ(ab) = φ(ba)となるような状態のことである. 行列の正規化されたト
レースの一般化) に似た計算を可能にする. 実際ゲージ作用で止まっている元たちに対し
てはKMS状態はトレース状態としてふるまう. これはかなり強力な条件である. そのこ
とは任意の x, y ∈ X と g ∈ Gに対して

φ(SxgS
∗
y) = e−βδx,yφ(g)

が成り立ち, φを作用させたときに 0にならないような元が限定されることなどに見られ
る. 上記の式を発展させると次のRemarkが得られる.

Remark 2.11. 作用の自己相似性と KMS条件から φ ∈ Kβ(Γ)のすべての元は任意の
g ∈ Gについて

φ(g) = e−β
∑
x∈X

δx,v(g,x)φ(h(g, x)) (2.5)

を満たすことがわかる. 特にGの単位元を考えると, β ̸= log |X|のときはKβ(Γ)は空集
合である.

3 主結果

この章では本公演の主結果を述べる. まずは必要な補題を述べる. 次の補題は確率測度
の簡単な議論から得られる.

補題 3.1. µ((Xω)G−gen) = 1であることと, 任意の g ∈ Gについて µ(Xω)cg−gen) = 0で
あることは同値である.



主結果のうちのひとつは次の定理である.

定理 3.2. µ((Xω)G−gen) = 1のとき φ ∈ Klog |X|(Γ)は一意に定まる. この φは任意の
g ∈ Gに対して φ(g) = µ((Xω)g)により与えられる.

証明の概略は次の通りである.

定理 3.2の証明. 等式 (2.5)を満たすようなAΦ上のトレース状態が定まるごとにそれを
拡張したKβ(Γ)の元がただ一つ定まることが [5]にある一般論からわかる.

φ(g) = µ((Xω)g)によって定義される CGの線形汎関数は一般論から正定値であり,

µ((Xω)G−gen) = 1の仮定からノルム連続である. よって φはAΦ上の状態に拡張される.

また自己相似性よりGの各元は測度を保つので, φはトレース状態である. (2.5)を満た
すことも自己相似性より従う.

(2.5)を満たすAΦ上のトレース状態 ψを任意にとる. 各 g ∈ Gについて |φ(g)−ψ(g)|
を自己相似性を繰り返し用いて計算すると

|φ(g)− ψ(g)| ≤ µ((Xω)cg−gen)

がわかるので前の補題から一意性が言える.

Remark 3.3. 3.2の仮定 µ((Xω)G−gen) = 1はあまり突飛なものではなく, 多くの場合
に成立する. 実際, 例 2.2など [7]で触れられている自己相似群作用はすべて定理 3.2の仮
定を満たす.

C∗-環は Hilbert空間上有界線形作用素たちの中のノルムで閉じた部分 ∗-環であった.

KMS状態の一意性が言えている場合は, 環の構造が比較的わかりやすい. そのことを観
察するためにここで von Neumann環にも触れておく. 以下HはHilbert空間である.

Notation 3.4. D ⊂ B(H)に対して, D
′
:= {a ∈ B(H)|任意のd ∈ Dに対してda = ad}

と定める.

定義 3.5. A ⊂ B(H)を C∗-環とする. A
′′
:= (A

′
)
′
= Aとなるとき Aを von Neumann

環と言う.

定義 3.6. A ⊂ B(H)を von Neumann環とする. A∩A′
= Cのとき, Aを因子環と呼ぶ.

通常, von Neumann環を表す文字はMや Nが多いが, 本レポートでは定義以外では
一般の von Neumann環を記述する箇所が少ないので, C∗-環と同じ Aを用いた. 因子環
は von Neumannの最小構成単位であり, von Neumann環の構造の研究は主に因子環に
対して行われる.

再び KMS状態に話題を移す. Kβ(Ga)は S(OΦ)の凸部分集合であることはすぐにわ
かる. [2]にあるような一般論から φがKβ(Γ)の端点であることと, πφ(OΦ)

′′
が因子環で

あることは同値である. 従って定理 3.2の仮定のもとでは, ただ一つ存在するKMS状態
φに対して, πφ(OΦ)

′′
(以降は単に O

′′
Φと書く)は因子環である.

証明は省くが定理 3.2は次のように一般化できる.



定理 3.7. µ((Xω)G−gen) ̸= 0のとき, φ(g) = µ((Xω)g ∩ (Xω)g−gen)はKMS状態を定め
る. さらに φはKβ(Γ)の端点である. 従って O

′′
Φは因子環である.

定理 3.2と定理 3.7に類似の結果は [6]で与えられている. [6]と本レポートとでは群環の
完備化の仕方に違いがある. ノルムの大小関係を考えると, [6]の主定理はµ((Xω)G−gen) ̸=
0の仮定の下では定理 3.2と定理 3.7から従うことがわかる. また端点に関する記述は [6]

にはない.

以降は定理 3.2の仮定の下で O
′′
Φの構造に関する結果を述べる.

定義 3.8. 単位元の有限部分射影が 0以外に存在しない von Neumann 環を III型 von

Neumann環と呼ぶ.

ここでは定義しないが, I型 von Neumann環及び II型 von Neumann環と呼ばれるも
のも存在する. 因子環はこれらのどれかに分類することができ, 型が違う von Neumann

環が同型になることはない. III型因子環はモジュラースペクトル (定義をするのにかな
りの紙幅が必要なので本レポートには定義を書かないが, [10]などに定義が記載されてい
る)と呼ばれるものにより, III0型, IIIλ型 (0 < λ < 1)及び III1型のいずれかに分類でき
る. 本公演のもう一つの主結果はある条件下で O

′′
Φの型を決定したことである.

次の記号を準備する.

Notation 3.9. w ∈ Xω の n番目の文字までを並べたものを w(n) ∈ Xnと書く. e ∈ G

をGの単位元とし, g ∈ Gに対し Y n
g := {w ∈ Xω | h(g, w(n)) = e}と定める. Y n

g は単
調増加な集合列である. Yg := ∪n∈NY

n
g と定める.

O
′′
Φの型は次のように決定される.

定理 3.10. 任意の g ∈ Gについて µ(Yg) = 1のとき, O
′′
Φは III|X|−1 型である.

より一般のゲージ作用に対応する KMS状態について, 同様の結果が Cuntz環 On(Cn

をC上のHilbert C∗-双加群とみた場合のCuntz–Pimsner環. つまり関係式 (2.2)と (2.3)

を満たすような Sxたちで生成される普遍 C∗-環)の場合に [3]で示されている. [3]で用
いられた重要なアイデアを解説するのに次の記号を用意する. Cuntz環はGが単位元だ
けから成る自明な群の場合の OΦと思えるので, OΦと共通の文字をここでは用いる.

Notation 3.11.

θ :=
∑

x,y∈X
SxSyS

∗
xS

∗
y ,

σ(a) :=
∑
x∈X

SxaS
∗
x,

θ(n) := θσ(θ)σ2(θ) · · ·σn−1(θ)

と定める. ただし aは [3]では Onの元であり, 本レポートでは OΦの元である.

[3]で (より一般のゲージ作用)について次の補題が示されている. この補題は型の決定
において鍵となっている.



補題 3.12. a ∈ O
′′
nをゲージ作用で止まっている元とする. このとき強 ∗位相で

σ(a) = lim
n→∞

θ(n)aθ(n)∗

である.

この度次の命題を示すことができた. 次の命題から [3]と同様の議論によって, 定理 3.10

が示される.

命題 3.13. g ∈ Gについて, 強 ∗位相で

σ(g) = lim
n→∞

θ(n)gθ(n)∗

であることと,

µ(Yg) = 1

であることは同値である.
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