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概 要

1938年に楕円型微分作用素の有界性を調べるために C.B.MorreyによりMorrey空間が導
入された. 混合Morrey空間はMorrey空間の一つの自然な拡張であり,さらに種々の関数空間
（Lp空間や混合 Lp空間）の一般化にもなっている. 本講演では,混合Morrey空間の諸性質を
述べ,調和解析で重要である極大作用素の有界性について議論する.

1 Introduction

Lebesgue空間 Lp は解析学において最も基本的な空間であり,様々な一般化がこれまでに成さ
れてきている. その中の一つとして, 1961年に Benedekと Panzoneにより混合ノルムを備えた
Lebesgue空間 Lp⃗が導入された [4]. また一方で, 1938年には楕円型微分作用素の有界性を調べる
ために C.B.MorreyによりMorrey空間Mp

q が導入された [12]. 後に [13, 15, 19]などにおいて,

Morrey空間は盛んに研究されている.

本講演では, この二種類の空間を組み合わせた, 混合モレー空間Mp
q⃗ を導入する. この空間は,

Morrey空間の一つの自然な拡張であり, Lp空間や Lp⃗空間の一般化にもなっている. さらに, 調和
解析で重要な作用素であるHardy–Littlewoodの極大作用素の混合モレー空間における有界性につ
いて議論する.

以下, 次のような記号を用いていく. p⃗, q⃗, r⃗, . . .は各成分が非負または無限大の n次元ベクトル
を表し, p⃗ = (p1, . . . , pn), q⃗ = (q1, . . . , qn), r⃗ = (r1, . . . , rn)とする. 定義より, 例えば, 0 < p⃗ < ∞
のような不等式は,各 iに対して, 0 < pi < ∞が成り立つこととする. さらに, p⃗ = (p1, . . . , pn)と
r ∈ Rに対して,

1

p⃗
=

(
1

p1
, . . . ,

1

pn

)
,

p⃗

r
=
(p1
r
, . . . ,

pn
r

)
, p⃗′ = (p′1, . . . , p

′
n),

のように定める. ここで, p′j =
pj

pj−1 は pj の共役指数である. Q = Q(x, r)で, 中心 x ∈ Rn, 半径
r > 0の n次元立方体を表し,その各辺は各座標軸に対し平行であるとする. n次元立方体全体の
集合をQとかく. また, |Q|は立方体Qの体積を, ℓ(Q)は立方体Qの辺長をそれぞれ表すとする.

最後に, A ≲ Bで, ある定数 C > 0が存在して, A ≤ CBとなることを表し, A ∼ Bは A ≲ Bで
あり, B ≲ Aでもあることとする.
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2 Preliminaries

この章では, 混合モレー空間を定義するために, モレー空間と混合ルベーグ空間の定義と性質を
確認する.

0 < q ≤ p ≤ ∞とする. モレーノルム (Morrey norm) ∥ · ∥Mp
q
を, 可測関数 f に対して,

∥f∥Mp
q
≡ sup

{
|Q|

1
p
− 1

q

(∫
Q
|f(x)|q dx

) 1
q

: Q is a cube in Rn

}

のように定義する. モレー空間 (Morrey space) Mp
q(Rn)を ∥f∥Mp

q
が有限であるような可測関数 f

全体の集合とする.

モレー空間Mp
q(Rn)は 1 < q ≤ p < ∞のとき, Banach空間になる. Hölderの不等式から,

1 ≤ q ≤ r ≤ p < ∞であるとき,

∥f∥Mp
1
≤ ∥f∥Mp

q
≤ ∥f∥Mp

r
≤ ∥f∥Mp

p
= ∥f∥p

が成り立つことがわかる. つまり,

Lp = Mp
p ↪→ Mp

r ↪→ Mp
q ↪→ Mp

1

という包含関係が存在する.

Remark 2.1. 上の包含関係に関して, モレー空間Mp
qは, Lp空間を真に含んでいることが知られ

ている. 実際, f(x) = |x|−
n
p は Lp空間の元にはならないが, モレー空間の元になることが簡単な

計算でわかる.

また, [4]において, Benedekと Panzoneによって, 混合ルベーグ空間が導入された.

Definition 2.2 (Mixed Lebesgue spaces). [4] p⃗ = (p1, . . . , pn) ∈ (0,∞]nとする. このとき, 混合
ルベーグノルム (mixed Lebesgue norm) ∥ · ∥p⃗ もしくは ∥ · ∥(p1,...,pn)を, 可測関数 f : Rn → Cに
対して,

∥f∥p⃗ = ∥f∥(p1,...,pn)

≡

∫
R
· · ·

(∫
R

(∫
R
|f(x1, x2, . . . , xn)|p1dx1

) p2
p1

dx2

) p3
p2

· · · dxn


1
pn

のように定義する. pj = ∞のときは, j変数に対して, supノルムをとることとする. 混合ルベー
グ空間 (mixed Lebesgue space) Lp⃗(Rn) = L(p1,...,pn)(Rn)を ∥f∥p⃗ < ∞であるような f ∈ L0(Rn)

とする. ここで, L0(Rn)は, Rn上の可測関数全体の集合とする.

Remark 2.3. (i) p⃗ ∈ (0,∞]n, f を Rn上の可測関数とする. 各 iについて, pi = pとすると,

∥f∥p⃗ = ∥f∥(p1,...,pn) =
(∫

Rn

|f(x)|pdx
) 1

p

= ∥f∥p

となるので,

Lp⃗(Rn) = Lp(Rn).

がわかる.



(ii) 1 ≤ p⃗ ≤ ∞に対して, Lp⃗(Rn)は Banach空間になる.

混合ルベーグ空間について, 簡単に例と性質を述べる.

Example 2.4. Qを立方体とする. このとき, 0 < p⃗ ≤ ∞に対して,

∥χQ∥p⃗ = |Q|
1
n
( 1
p1

+···+ 1
pn

)

が成り立つ.

混合ルベーグ空間においても, 古典的なルベーグ空間と同様の性質が成り立つ. 例えば,

Proposition 2.5 (Hölder’s inequality). 1 < p⃗, q⃗ < ∞とし, r⃗を

1

p⃗
+

1

q⃗
=

1

r⃗
.

を満たすように定める. もし f ∈ Lp⃗, g ∈ Lq⃗ であれば, fg ∈ Lr⃗であり,

∥fg∥r⃗ ≤ ∥f∥p⃗∥g∥q⃗

が成り立つ.

調和解析において重要な作用素の一つにHardy–Littlewoodの極大作用素が挙げられる. これは
関数の立方体上での平均値を考え, 立方体に関して上限をとったものである. 正確な定義を与えよ
う. 可測関数 f に対して, Hardy–Littlewoodの極大作用素M を以下で定義する.

Mf(x) = sup
Q∈Q

χQ(x)

|Q|

∫
Q
|f(y)|dy.

Lp空間における有界性はよく知られている.

Theorem 2.6. 1 < p < ∞とする. このとき, f ∈ Lpに対して,

∥Mf∥p ≲ ∥f∥p

が成り立つ. また, p = 1のときは以下の不等式が成り立つ.

|{x ∈ Rn ; |f(x)| > λ}| ≲ 1

λ
∥f∥1 (λ > 0).

1975年に, BagbyがHardy–Littlewoodの極大作用素の混合ルベーグ空間における有界性を証明
している [3].

Theorem 2.7. 1 < q⃗ < ∞とする. このとき, f ∈ Lq⃗ に対して,

∥Mf∥q⃗ ≲ ∥f∥q⃗

が成り立つ.



3 Mixed Morrey spaces

この章では, 混合モレー空間を定義し, いくつか性質と例を挙げていく.

Definition 3.1 (Mixed Morrey spaces). q⃗ = (q1, . . . , qn) ∈ (0,∞]nとし, p ∈ (0,∞]を

n∑
j=1

1

qj
≥ n

p

を満たすものとする. このとき,　 f ∈ L0(Rn)に対して, 混合モレーノルム (mixed Morrey norm)

∥ · ∥Mp
q⃗
を

∥f∥Mp
q⃗
≡ sup

{
|Q|

1
p
− 1

n

(∑n
j=1

1
qj

)
∥fχQ∥q⃗ : Q is a cube in Rn

}
のように定める. 混合モレー空間 (mixed Morrey space) Mp

q⃗(R
n)を ∥f∥Mp

q⃗
< ∞となるような

f ∈ L0(Rn)全体の集合と定義する.

Remark 3.2. q⃗ ∈ (0,∞]n, f ∈ L0(Rn)とする.

(i) 各 iに対して, qi = qとすると, Remark 2.3より

|Q|
1
p
− 1

n

(∑n
j=1

1
qj

)
∥fχQ∥q⃗ = |Q|

1
p
− 1

n

(∑n
j=1

1
q

)
∥fχQ∥q⃗ = |Q|

1
p
− 1

q ∥fχQ∥q.

したがって, Rnの立方体に関して上限をとると,

∥f∥Mp
q⃗
(Rn) = ∥f∥Mp

q(Rn)

となり,

Mp
q⃗(R

n) = Mp
q(Rn)

がわかる.

(ii) また特に, pを
p =

n

1/q1 + · · ·+ 1/qn

のようにすると,

∥f∥Mp
q⃗
(Rn) = sup

{
|Q|

1
p
− 1

n

(∑n
j=1

1
qj

)
∥fχQ∥q⃗ : Q is a cube in Rn

}
= sup

{
∥fχQ∥q⃗ : Q is a cube in Rn

}
= ∥f∥q⃗

となるので,

Lq⃗(Rn) = Mp
q⃗(R

n)

となることがわかる.

(iii) 1 ≤ q⃗ ≤ ∞と
∑n

j=1
1
qj

≥ n
p を満たす pに対して, Mp

q⃗(R
n)は Banach空間になる.

Proposition 3.3. 0 < q⃗ ≤ r⃗ ≤ ∞, 0 < p < ∞, 1
r1

+ · · ·+ 1
rn

≥ n
p を仮定する. このとき,

Mp
r⃗(R

n) ⊂ Mp
q⃗(R

n)

が成り立つ.



いくつか例を挙げる.

Example 3.4. Remark 2.1でも述べたように, 1 < q < p < ∞であるとき, f(x) = |x|−
n
p ∈

Mp
q(Rn)ということはよく知られている. q⃗ = (q1, . . . , qn), q̃ = max(q1, . . . , qn)とおき, 上の埋め

込みを使うことで,

Mp
q̃(R

n) = Mp

(q̃, . . . , q̃︸ ︷︷ ︸
n times

)
(Rn) ⊂ Mp

q⃗(R
n)

となる. したがって, もし max(q1, . . . , qn) = q̃ < pであれば,

f(x) = |x|−
n
p ∈ Mp

q⃗(R
n)

となることがわかる.

Example 3.5. 0 < p⃗ ≤ ∞とし, f(x) =
∏n

j=1 |xj |
− 1

pj とおく. q⃗ を各 j = 1, . . . , nに対して,

pj < ∞のときは, qj < pj とし, pj = ∞であるときは qj ≤ ∞のようにとる. このとき, pを

n∑
j=1

1

pj
=

n

p

を満たすようにとると,

f(x) =
n∏

j=1

|xj |
− 1

pj ∈ Mp
q⃗(R

n)

が成り立つ.

Example 3.6. Qを立方体, q⃗ ∈ (0,∞]nとする. このとき,

∥χQ∥Mp
q⃗
(Rn) = |Q|

1
p

となる.

4 Boundedness of the Hardy–Littlewood maximal operator in

mixed Morrey spaces

この章では, 混合モレー空間におけるHardy–Littlewoodの極大作用素に関する不等式について
考える. 次の命題は, モレー空間と混合モレー空間における Hardy–Littlewoodの極大作用素の有
界性を示す上で重要である.

Proposition 4.1. ([14, Lemma 4.2]) 可測関数 f と立方体Qに対して,

M [χRn\5Qf ](y) ≲ sup
Q⊂R∈Q

1

|R|

∫
R
|f(x)|dx (y ∈ Q) (1)

が成り立つ.

モレー空間におけるHardy–Littlewoodの極大作用素の有界性は, 1987年にChiarenza and Frasca

により証明された [5]. 定理として述べておく.



Theorem 4.2. 1 < q < p < ∞とする. このとき, Hardy–Littlewoodの極大作用素M はモレー
空間Mp

q(Rn)上で有界である. つまり,

∥Mf∥Mp
q
≲ ∥f∥Mp

q

が成り立つ.

混合モレー空間における有界性は以下の通りである.

Theorem 4.3. 1 < q⃗ < ∞とする. 1 < p ≤ ∞を n
p ≤

∑n
j=1

1
q j
をみたすようにとる. このとき,

任意の f ∈ L0(Rn)に対して,

∥Mf∥Mp
q⃗
(Rn) ≲ ∥f∥Mp

q⃗
(Rn)

が成り立つ.

最後にベクトル値不等式に関する結果も挙げておく.

Theorem 4.4. 1 < q⃗ < ∞, 1 < u ≤ ∞とする. 1 < p ≤ ∞を n
p ≤

∑n
j=1

1
q j
を満たすものとす

る. このとき, 関数列 {fj}∞j=1 ⊂ L0(Rn)に対して,∥∥∥∥∥∥∥
 ∞∑

j=1

[Mfj ]
u

 1
u

∥∥∥∥∥∥∥
Mp

q⃗
(Rn)

≲

∥∥∥∥∥∥∥
 ∞∑

j=1

|fj |u
 1

u

∥∥∥∥∥∥∥
Mp

q⃗
(Rn)

が成り立つ.
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