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1 q-超幾何関数の拡張 FN,M

1.1 q-超幾何関数

q-超幾何級数は Gaussの超幾何級数の q 類似として 19世紀に Heineによって導入された. Gauss

の超幾何級数とは次のような式である

2F1

(α, β
γ

;x
)
=

∞∑
n=0

(α)n(β)n

(γ)nn!
xn, |x| < 1. (1)

ここで, (α)n = α(α+ 1)(α+ 2) · · · (α+ n− 1)を表す. 級数 (1)の q 類似として定義される q-超幾

何級数は次のような式である [1] [2]
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)
=

∞∑
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(a)n(b)n

(c)n(q)n
xn, |x| < 1. (2)

ここで, (a)n = (1 − a)(1 − qa) · · · (1 − qn−1a) = (a)∞
(qna)∞

を表す. ここでは, q-超幾何関数 (2)の重

要な性質である Heineの公式と q-積分表示を紹介する. Heineの公式とは次のような等式である.

Proposition 1.1（Heineの公式） (2)は, 次の等式を満たす
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c
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=

(b)∞(ax)∞

(c)∞(x)∞
2φ1

( c
b , x

ax
b
)
. (3)

この証明は, 二項定理の q 類似である q-二項定理と, 和の順序交換によって示される. ここで q-二項

定理とは次のようなものである

Theorem 1.1（q-二項定理） 次の等式が成り立つ

(az)∞
(z)∞

=
∑
m≥0

(a)m
(c)m

zm. (4)

次に, (2)の積分表示について述べる. 定積分の q 類似である Jackson積分は次のように定義される.

Definition 1.1（Jackson積分） ∫ c

0

f(t)dqt = c(1− q)
∑
n≥0

f(cqn)qn. (5)



q → 1のとき, この和はリーマン積分に移行する. これを用いると (3)は, 次のような積分表示として

解釈される.

Proposition 1.2（q-超幾何関数の積分表示） (3) に対して, a = qα, b = qβ , c = qγ と代入すると,

(3)は次のような式になる

2φ1

(qα, qβ
qγ

;x
)
=

Γq(γ)

Γq(β)Γq(γ − β)

∫ 1

0

tβ−1 (qt)∞(qαxt)∞
(qγ−βt)∞(xt)∞

dqt, (6)

ここで, Γq(x) =
(q)∞
(qx)∞

(1− q)1−x を表す.

1.2 級数 FN,M の定義

関数 (2)の拡張式 FN,M を, 次のように定義する

FN,M

({aj}, {bi}
{cj}

; {yi}
)
=

∞∑
mi=0

N∏
j=1

(aj)|m|

(cj)|m|

M∏
i=1

(bi)mi

(q)mi

M∏
i=1

ymi
i . (7)

ここで, |m| =
M∑
i=1

mi, (a)n = (1 − a)(1 − qa) · · · (1 − qn−1a) = (a)∞
(qna)∞

. (M,N) = (1, 1)のとき,

式 (7)は式 (2)に相等する.

Proposition 1.3（Heineの公式の拡張） (7)は, 次の等式を満たす.

FN,M

({yj}, {ai}
{bjyj}

; {xi}
)
=

({yj}, {aixi})∞
({bjyj}, {xi})∞

FM,N

({xi}, {bj}
{aixi}

; {yj}
)
. (8)

この証明は, Proposition 1.1と同様に, Theorem 1.1と和の順序交換によって示される. (8)により,

Proposition 1.2と同様にして次を得る.

Proposition 1.4（FN,M の積分表示） (8)に対して, ai = qαi , bj = qβj , yj = qγj を代入すると, (8)

は次のような式になる

FN,M

({qγj}, {qαi}
{qβjqγj}

; {xi}
)
=

N∏
j=1

Γq(βj + γj)

Γq(βj)Γq(γj)

N∏
j=1

∫ 1

0

dqtj
(qtj)∞
(qβj tj)∞

M∏
i=1

(xiq
αi

∏N
j=1 tj)∞

(xi

∏N
j=1 tj)∞

t
γj−1
j .

(9)

2 FN,M−1 を特殊解に持つモノドロミー保存変形

関数 (7) はM = N = 1 のとき 2φ1 に等しく, これで表される特殊解を持つ方程式として q-PV I

方程式 [3]が知られている. また, その他変数化として q-Garnier系 [7] [8]や q-DS階層の相似簡約か

ら得られる方程式系 [9]が知られており, それぞれ q-Appell-Lauricella関数 φD, 一般 q-超幾何関数

N+1φN で表される特殊解を持つ. 定義した関数 (7)は N = 1のとき q-Appell-Lauricella関数 φD

に等しく, M = 1のとき一般 q-超幾何関数 N+1φN に等しい. 我々の目標は, 関数 (7)で表される特



殊解を持つ方程式系の構成, すなわち q-Garnier系 [7] [8]や q-DS階層の相似簡約から得られる方程

式系 [9]を包括する結果を得ることである. 微分の場合に, これに対応する結果が Tsuda[10]によっ

て得られている. ここでは, 目標の方程式系の構成について述べる.

2.1 FN,M が満たすパフ系

まず, FN,M の積分表示からパフ系を求める. (9)における被積分関数を

Φ({uj}Nj=1) =

M∏
i=1

(xiaiuN )∞
(xiuN )∞

N∏
j=1

(quj/uj−1)∞
(bjuj/uj−1)∞

u
γj

j (u0 = 1, uN =
N∏
j=1

uj), (10)

とおくと
Ψ0 = ⟨Φp0⟩, Ψj,i = ⟨Φpj,i⟩ (1 ≤ j ≤ N, 1 ≤ i ≤ M), (11)

がパフ系の解の基底になる ([4] [5] など). ここで ⟨f({uj})⟩ =
∑

nj∈Z f(q
nj ) を表し, p0 = 1,

pj,i =
∏i−1

k=1
1−xkuN

1−akxkuN
· uj−1−bjuj

1−aixiuN
である. 互換 σi = {xi ↔ xi+1, ai ↔ ai+1}とおくと, 次が成り

立つ

σi

[
pj,i

pj,i+1

]
=

1

xi − ai+1xi+1

[
(1− ai)xi aixi − ai+1xi+1

xi − xi+1 (1− ai+1)xi+1

] [
pj,i

pj,i+1

]
, (12)

σi(pj,k) = pj,k(k ̸= i, i+ 1). (13)

また, 変数 xM に対する q シフト TxM
(f(xM )) = f(qxM ) に対して, 次が成り立つ. 互換の積

ρ = σM · · ·σ1 とおくと,

TxM
(Ψ0) = ∗ρ(Ψ0) + ∗ρ(Ψ1,1) + ∗ρ(Ψ2,1) + · · ·+ ∗ρ(ΨN,1),

TxM
(Ψj,i) = ρ(Ψj,i+1) (i ̸= M),

TxM
(Ψj,M ) = ∗ρ(Ψ0) + ∗ρ(Ψ1,1) + ∗ρ(Ψ2,1) + · · ·+ ∗ρ(ΨN,1).

(14)

∗は xM に関する有理函数を表す. ここで,
−→
Ψ̃ = [Ψ0,Ψ1,1,Ψ1,2, · · · ,ΨN,M ]とおくと, このパフ系は

次のように表すことができる

TxM

−→
Ψ̃ =

−→
Ψ̃A, A = RM−1RM−2 · · ·R1QM . (15)

ここで, 行列 Ri, QM は (MN + 1)次正方行列である. 他変数に対する q シフトは, (14)に対して置

換 σi を用いることによって求められる.

2.2 FN,M−1 が満たすモノドロミー保存変形

(11) の満たすパフ系の係数行列はその作り方から両立条件 Aj(Txj
Ai) = Ai(TjAj) を満たす. こ

のことから, それを特殊化して簡約化したものを, あるモノドロミー保存変形のラックス形式と解釈

して目標の方程式を得る.

Definition 2.1 行列 A = A(z, t), B = B(z, t)を

A =X1X
−1
2 · · ·X2M−1X

−1
2Md, (16a)

B =X2M (z/q) ·X2M−1(z/q)
−1d′, (16b)



とする. ただし, d, d′ は対角行列, Xi = Xi(z, t) =



u
(i)
1 1

u
(i)
2

. . .

. . .
. . .

u
(i)
N 1

z ci/
∏N

j=1 u
(i)
j


とす

る. このとき
A ·B(qz) = B ·A(qt), (17)

によって定まる方程式系を考える. この方程式系は 2(M − 1)N 個の変数を持つ.

Remark 2.1 (16) (17)によって定まる方程式系は, 未知関数 {u(i)
j }の双有理変換の合成で定まる.

Remark 2.2 N = 1の場合, (16) (17)で定まる方程式系は q-Garnier系 [7] [8]に相当する [6].

(16) (17)で定まる方程式系に対して, 次のことが成り立つ.

Theorem 2.1 (17)で定義されるモノドロミー保存変形は, FN,M−1 で表される解を持つ.

証明の概要を述べる. (15)に対して, あるパラメーターを特殊化すると, パフ系の未知関数 Ψ0, Ψi,j

のうち Ψj,M のみが xM に依存するようになる. Ψj,M 以外の未知関数を Ψ0 の係数に読み替えて,
Ψj,i

Ψ0
(i ̸= M) を xM 以外の変数に依存する関数として rj,i とおくと, 式 (15)は次のように表せる

TxM

−→
Ψ =

−→
ΨX ′

1X
′−1
2 · · ·X ′−1

2M−1X
′
2Md′′. (18)

ここで
−→
Ψ = [Ψ0,Ψ1,M ,Ψ2,M , · · · ,ΨN,M ] とおく. d′′ は対角行列, X ′

i = X ′
i(z, t) =

u′
1
(i)

1

u′
2
(i) . . .

. . .
. . .

u′
N

(i)
1

z ci/
∏N

j=1 u
′
j
(i)


を表し, u

′(i)
j は {rj,i} の有理函数で表される.

これと (16)を見比べて, 結果を得る.
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