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概要

本講演では, 結晶粒界運動の数理モデルによるシステムを考える. このモデルは

2 つの放物型偏微分方程式の連立系で構成されている自由境界値問題である. 特

異拡散を含む方程式に対して力学的境界条件を課して数学的観点から考察を行

う. 劣微分作用素に支配される発展方程式によるアプローチからシステムの可解

性及び, 解の数学的表現について詳しく説明する.

1 導入

1 < N ∈ N, T > 0, κ > 0 はそれぞれ固定された定数とする. Ω ⊂ RN は十分滑らかな
境界 Γ := ∂Ω を持つ空間を表す有界領域とし, nΓ は外向き単位法線ベクトルを表す. ま
た Q := (0, T )×Ω を時間区間 (0, T ) と領域 Ω との直積集合とし, Σ := (0, T )×Γ とする.

本稿では ε ≥ 0 に対し, Kobayashi–Warren–Carter 型システム と呼ばれる以下の
偏微分方程式による初期値境界値問題のシステム (S)ε を考える.

(S)ε: 
∂tη −∆η + g(η) + α′(η)|∇θ| = 0 in Q,

∇η|Γ · nΓ = 0 on Σ,

η(0, x) = η0(x), x ∈ Ω,

(1)



α0(η)∂tθ − div

(
α(η)

∇θ
|∇θ|

+ κ2∇θ
)

= 0 in Q,

∂tθΓ −∆Γ(ε
2θΓ) +

(
α(η) ∇θ

|∇θ| + κ2∇θ
)
|Γ
· nΓ = 0, and

θ|Γ = θΓ on Σ,

θ(0, x) = θ0(x), x ∈ Ω, and θΓ(0, y) = θΓ,0(y), y ∈ Γ.

(2)

特に問題 (2) の方程式には特異拡散と呼ばれる次の項:

div

(
α(η)

∇θ
|∇θ|

+ κ2∇θ
)
, (3)

が含まれており, これによって強い特異性を伴う非線形偏微分方程式であることを表す.

システム (S)ε は R. Kobayashi, J. A. Warren, W. C. Carter (cf. [6]) による「多結晶体
内の結晶粒界運動を記述する数理モデル」に基づいて構成されたシステムとして知られ
る. 一般に金属材料は結晶粒と呼ばれる, 原子配列の向きが異なる領域を多数もつ構造を
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している. この結晶粒の境界が結晶粒界と呼ばれており, 多結晶体内で原子配列の乱れた
領域に対応している. この原子配列の乱れ方は結晶粒界を作る 2 つの結晶粒の向きによっ
て異なることから, Kobayashi, et al. は結晶粒界を数学的に制御することを目的とした上
記 (S)ε のような偏微分方程式によるシステムを提唱し, 数値シミュレーション及び解析
的な解の構成について議論している [6].

一般に Kobayashi–Warren–Carter 型システムは, 自由エネルギーと呼ばれる物理量を
表す汎関数の勾配流として与えられ, (S)ε の場合は以下の汎関数 Fε が対応する.

[η, θ, θΓ] ∈ L2(Ω)2 × L2(Γ) 7→ Fε(η, θ, θΓ) :=
1

2

∫
Ω

|∇η|2 dx+
∫
Ω

G(η) dx

+

∫
Ω

(
α(η)|∇θ|+ κ2

2
|∇θ|2

)
dx+

1

2

∫
Γ

|∇Γ(εθΓ)|2 dΓ,

if [η, θ, θΓ] ∈ H1(Ω)2 ×H1/2(Γ), εθΓ ∈ H1(Γ), and θ|Γ = θΓ on Γ.

ここに未知変数 η = η(t, x) と θ = θ(t, x) は, それぞれ多結晶体内の結晶粒の「配向度」
と「方位角」を表す相関数である. また未知変数 θΓ は方位角 θ の境界熱源として与えら
れる Σ 上の関数である. g = g(η) は Lipschitz 連続な関数とし, 0 ≤ G ∈ W 2,∞(R) は g

の原始関数を表す. 0 < α0 ∈ W 1,2
loc (R) と 0 < α ∈ C2(R) はそれぞれ速度のモビリティと

空間拡散のモビリティであり, α′ = d
dη
α である. さらに, “ |Γ” は Γ 上のトレース (境界値)

を表し, dΓ は Γ の面積要素を表す. ∇Γ は Γ 上の勾配を表し, ∆Γ は Laplace–Beltrami

作用素を表す. η0, θ0 ∈ L2(Ω) と θΓ,0 ∈ L2(Γ) はそれぞれ与えられた初期値である. また
自由エネルギーに現れる

[η, θ] 7→
∫
Ω

α(η)|∇θ| dx,

は全変動汎関数と呼ばれる特異拡散に対応する non-smooth な汎関数である.

結晶粒界運動を記述する数理モデルに対する解析は様々な状況下で研究の成果が挙げら
れている (cf. [4,7,8,12]) が, 多くの先行研究では外力を定数とする等の静的な状況に的が
絞られている. そこで本研究では θ に関する初期値境界値問題 (2) に対して力学的境界条
件と呼ばれる境界条件を課したシステムを考察する. この境界条件は未知変数 θΓ : Σ → R
をもつ放物型偏微分方程式と, 接合条件 “θ|Γ = θΓ on Σ” から構成されており, Ω の外部
が時間とともに動的に変化する状況を再現している. 本研究では, 実際の物理現象におい
てより高度な動的変化にも対応可能な数学理論を確立することを大きな目標としており,

本稿では特にシステム (S)ε の可解性について詳しく述べる.

システム (S)ε は 3 つの未知変数 [η, θ, θΓ] をもつ初期値境界値問題である. 本研究では
(S)ε の可解性を議論するために, 自由エネルギー Fε を次のように変形した.

Fε(u) = Φε(u) +

∫
Ω

G(η) dx− 1

2κ2

∫
Ω

(α(η))2 dx;

with

u = [η, θ, θΓ] ∈ D(Fε) 7→ Φε(u) = Φε(η, θ, θΓ)

:=
1

2

∫
Ω

|∇η|2 +
(
1

κ
α(η) + κ|∇θ|

)2

dx+
1

2

∫
Γ

|∇Γ(εθΓ)|2 dΓ.



さらに解を次のような関数の組:
u(t) = [η(t), v(t)] = [η(t), θ(t), θΓ(t)] in H := L2(Ω)2 × L2(Γ)

with v(t) = [θ(t), θΓ(t)] ∈ H := L2(Ω)× L2(Γ), for any t ∈ [0, T ],

u0 = [η0, v0] = [η0, θ0, θΓ,0] in H with v0 = [θ0, θΓ,0] ∈ H,

として捉え, システムを次のような凸関数 Φε の劣微分作用素に支配された発展方程式に
よる Cauchy 問題とみなして考察を行った.{

A0(u(t))u
′(t)+∂Φε(u(t))+G(u(t)) ∋ 0 in H , a.e. t ∈ [0, T ],

u(0) = u0 in H .
(4)

ここに A0 は行列の値をとる作用素とし, G : H → H は Lipschitz 作用素としてそれぞ
れ次のように定義する.

u = [η, θ, θΓ] ∈ H 7→ A0(u) = A0(η) :=

[
1 0 0
0 α0(η) 0
0 0 1

]
∈ L(H ;H ),

u = [η, θ, θΓ] ∈ H 7→ G(u) = G(η) := t[g(η)− κ−2α′(η)α(η), 0, 0] ∈ H .

また ∂Φε は次で定義される凸関数 Φε の劣微分作用素を表す.

定義 1 (劣微分作用素の定義). X は Hilbert 空間 とする. X 上の適正下半連続凸 (汎)関
数 ϕ を考える. このとき, 劣微分作用素 (以下, 劣微分) ∂ϕ は任意の z0 ∈ X に対し, 以下
の変分不等式によって定義される.

(z∗0 , z − z0)X ≤ ϕ(z)− ϕ(z0), for any z ∈ D(ϕ).

ここに, ( · , · )X は Hilbert 空間上の内積を表し, D(ϕ) は凸関数 ϕ の有効領域を表す.

劣微分は汎関数に対する弱微分のような位置づけであり, 特に本問題のような non-

smooth な関数を扱う際に有効であるとされる. また一般に劣微分は, X2 := X ×X 上の
集合値関数で与えられる極大単調作用素であることが知られている (cf [1–3, 5]). このこ
とから非線形発展方程式の一般論 [2, 3] を用いることにより, Cauchy 問題 (4) は次の意
味での解の存在が容易に示すことが可能である.

定義 2 (解の定義). 任意の ε ≥ 0 に対して, 次の条件 (S1)–(S3) を満たす 3 つ組の関数
u = [η, θ, θΓ] ∈ L2(0, T ;H ) を Cauchy 問題 (4) の解であるという.

(S1) u = [η, θ, θΓ] ∈ W 1,2(0, T ;H ) ∩ L∞(0, T ;D(Φε)),

0 ≤ η ≤ 1, m0 ≤ θ ≤M0, a.e. in Q, and m0 ≤ θΓ ≤M0, a.e. on Σ.

(S2) η は初期条件 η(0) = η0 in L2(Ω) と次の変分等式を満たす.∫
Ω

(∂tη(t) + g(η(t)) + α′(η)|∇θ(t)|)φdx+
∫
Ω

∇η(t) · ∇φdx = 0,

for any φ ∈ H1(Ω), a.e. t ∈ [0, T ].



(S3) [θ, θΓ] は初期条件 [θ(0), θΓ(0)] = [θ0, θΓ,0] in H を満たし, 次の変分不等式を満たす.∫
Ω

α0(η(t))∂tθ(t)(θ(t)− ψ) dx+

∫
Ω

∇θ(t) · ∇(θ(t)− ψ) dx

+

∫
Γ

∂tθΓ(t)(θΓ(t)− ψΓ) dΓ +

∫
Γ

∇Γ(εθΓ(t)) · ∇Γ(ε(θΓ(t)− ψΓ)) dΓ

+

∫
Ω

α(η(t))|∇θ(t)| dx ≤
∫
Ω

α(η(t))|∇ψ| dx, for t ∈ [0, T ],

for any [ψ, ψΓ] ∈ H1(Ω)×H1/2(Γ), εθΓ ∈ H1(Γ), and θ|Γ = θΓ on Γ.

複雑に見えるシステムも Cauchy 問題として定式化すると上記の意味で解の存在は簡
単に示すことが可能になるが, ここでいう「解」が果たしてシステムの厳密な「解」とす
ることができるかどうかは不明瞭である. そのことを踏まえ, 本研究では上記で定義され
た Cauchy 問題 (4) の解をシステム (S)ε の解として特徴づけることが主目的である. そ
のためにまず (S)ε 自身の可解性を別の方法 (時間離散化法という) で示し, Cauchy 問題
の解がシステムの解であるか検証するために「解の数学的表現」を明らかにする. 本稿で
は以下の主定理を示す.

主定理 システム (S)ε は少なくとも一つ解が存在し, 上記の定義を満たす Cauchy 問題 (4)

の解はシステムの解である.

2 記号の準備

d ∈ N を任意の次元とする. 任意の a, b ∈ Rd に対して, |a| は通常の Euclid ノルム, a · b
を通常のスカラー積とする. また a ⊗ b をテンソル積とする. Ld を d 次元 Lebesgue 測
度, Hd を d 次元 Hausdorff 測度とする. 滑らかな境界 S に対して, S 上の面積要素を dS

と書くことにする.

X を Banach 空間とするとき, | · |X は X のノルムとし, ⟨·, ·⟩X は X と X∗ との双対
写像を表す. また IX : X → X は X 上の恒等写像を表す. もし X が Hilbert 空間なら
ば, (·, ·)X は内積と定義する.

次に主定理の証明の鍵となる凸関数の収束, “Mosco 収束” を定義する.

定義 3 (Mosco 収束: cf. [9]). X を Hilbert 空間 とする. ϕ : X → (−∞,∞] を適正下半
連続凸関数, {ϕn}∞n=1 ⊂ X を適正下半連続凸関数の列で, ϕn : X → (−∞,∞], n ∈ N とす
る. このとき, ϕn が ϕ に Mosco 収束 するとは, 次の (M1), (M2) を満たすことをいう.

(M1) Lower-bound: 任意の ž ∈ X と {žn}∞n=1 ⊂ X に対して, “žn → ž weakly in X,

as n→ ∞ ” を満たすならば, “limn→∞ ϕn(žn) ≥ ϕ(ž)” が成り立つ.

(M2) Optimality: 任意の ẑ ∈ D(ϕ) に対して, 次を満たす列 {ẑn}∞n=1 ⊂ Xが存在する:

ẑn → ẑ in H and ϕn(ẑn) → ϕ(ẑ), as n→ ∞.



次に境界に関して, 記号を整理する. 本稿を通して Ω ⊂ RN は滑らかな境界 Γ := ∂Ω

をもつ有界領域とし, nΓ ∈ C∞(Ω)N は外向き単位法線ベクトルとする. さらに, 距離
x ∈ RN 7→ dΓ(x) := infy∈Γ |x − y| ∈ R と定義する. この距離関数は Γ 上の近傍で
C∞-関数を形成する. これらを基に, Laplace–Beltrami 作用素 “∆Γ” を定義する. そ
のために, Γ 上の勾配を表す “∇Γ” (surface-gradient) および, Γ 上の発散を表す “divΓ”

(surface-divergence) を次のように定義する (cf. [11]).{
• φ ∈ C1(Γ) 7→ ∇Γφ := ∇φex − (∇dΓ ⊗∇dΓ)∇φex ∈ L2

tan(Γ) ∩ C(Γ)N ;

• ω ∈ C1(Γ)N 7→ divΓ ω := divωex −∇(ωex · ∇dΓ) · ∇dΓ ∈ C(Γ).

ここに,

L2
tan(Γ) := { ω̃ ∈ L2(Γ)N ω̃ · nΓ = 0 on Γ }

である. ∇Γ は H1(Γ) から L2
tan(Γ) への線形作用素として拡張することができ, その拡張

は Hilbert 空間 H1(Γ) の内積を用いて, 次のように表せる.

(φ, ψ)H1(Γ) := (φ, ψ)L2(Γ) + (∇Γφ,∇Γψ)L2(Γ)N , for φ, ψ ∈ H1(Γ).

さらに divΓ は L2(Γ)N から H−1(Γ) への作用素として拡張可能である. これを踏まえる
と, −∆Γ = −divΓ ◦ ∇Γ : H1(Γ) → H−1(Γ) は双対写像を用いて, 次のように表せる.

⟨−∆Γφ, ψ⟩H1(Γ) = (∇Γφ,∇Γψ)L2(Γ)N , for [φ, ψ] ∈ H1(Γ)2.

この節の最後に, 本問題を考察する上で重要な定理を紹介する.

定理 1 (boundary operator). ω ∈ H1(Ω)N 7→ ω|ΓnΓ ∈ H1/2(Γ) は次で与えられる有界線
形汎関数 [(·)|Γ · nΓ] : L

2
div(Ω) → H−1(Γ) が存在する (cf. [5]).

⟨[ω|Γ · nΓ], z|Γ⟩H1/2(Γ) :=

∫
Ω

divωz dx+

∫
Ω

ω · ∇z dx,

for all ω ∈ L2
div(Ω) := { ω̃ ∈ L2(Ω)N div ω̃ ∈ L2(Ω) }, and z ∈ H1(Ω),

3 主定理

まず以下の仮定を設定する. 簡単のため,関数空間H := L2(Ω)2×L2(Γ), H := L2(Ω)×
L2(Γ) とする. また, 次の 2つの関数空間 (Hilbert 空間) を定義する.

• Vε :=

{
w = [ξ, ξΓ] ∈ H

ξ ∈ H1(Ω), ξΓ ∈ H1/2(Γ), εξΓ ∈ H1(Γ),

and ξ|Γ = ξΓ in H1/2(Γ)

}
,

• Vε :=
{
z = [ζ, w] ∈ H ζ ∈ H1(Ω) and w = [ξ, ξΓ] ∈ Vε

}
, for any ε ≥ 0.

これらを踏まえ本研究における仮定を次のように設定する.



(A1) g : R → R は Lipschitz 連続な関数とし, g(0) ≤ 0 and g(1) ≥ 0 を満たす.

また G : R → [0,∞) を g の原始関数とする.

(A2) α0 : R → (0,∞) は Lipschitz 連続な関数とする. また α : R → (0,∞) は α′(0) = 0,

α′ ∈ L∞(R) を満たす C2-級の凸関数で, αα′ を R 上の Lipschitz 連続な関数とする.

(A3) 関数 α0 と α は次を満たす定数 δα > 0 が存在する:

α0(σ) ≥ δα and α(σ) ≥ δα, for any σ ∈ R.

(A4) m0,M0 ∈ R は固定された定数とする. このとき, 任意の ε ≥ 0 に対して初期値
u0 = [η0, θ0, θΓ,0] は以下のクラス Dε ⊂ H に属する.

Dε :=

{
[ζ, ξ, ξΓ] ∈ Vε

0 ≤ ζ ≤ 1, m0 ≤ ξ ≤M0, a.e. in Ω,

and m0 ≤ ξΓ ≤M0, a.e. on Γ.

}
Remark 1. 上の仮定 (A1)–(A3) を満たす関数の例として次が挙げられる (cf. [6]).

g(σ) = σ − 1 with G(σ) =
1

2
(σ − 1)2, and α0(σ) = α(σ) =

σ2

2
+ δα, for any σ ∈ R.

以上を踏まえて, 本稿の主定理を紹介する.

主定理 1 (可解性および解の数学的表現). すべての仮定の下で, Cauchy 問題 (4) は少な
くとも一つの解 u ∈ L2(0, T ;H ) が存在する. 特に α0 が定数関数であれば, 解は一意的
に定まる. さらに, Cauchy 問題 (4) の解は Kobayashi–Warren–Carter システム (S)ε の
解である. すなわち, 特異拡散に対応するベクトル場 ν∗ ∈ L∞(Ω)N が存在し, 次の関係を
満たす.

ν∗ ∈ Sgn(∇θ), a.e. in Q.

さらにこのベクトル場を用いると定義 2 の (S1)–(S3) を満たす Cauchy 問題の解 u(t) =

[η(t), θ(t), θΓ(t)] は任意の t ∈ (0, T ) に対して以下の偏微分方程式及び接合条件, 初期条
件を満たす.

∂tη(t)−∆Nη(t) + g(η(t)) + α(η(t))|∇θ(t)| = 0 in L2(Ω),

α0(η(t))∂tθ(t)− div
(
α(η(t))ν∗(t) + κ2∇θ(t)

)
= 0 in L2(Ω),

θ|Γ(t) = θΓ(t), a.e. on Γ,

∂tθΓ(t)−∆Γ(ε
2θΓ(t)) + [(α(η)ν∗ + κ2∇θ)|Γ · nΓ](t) = 0 on L2(Γ),

η(0, ·) = η0, θ(0, ·) = θ0 in Ω, and θΓ(0, ·) = θΓ,0 on Γ.

システム (S)ε の可解性を証明するためには「時間離散化法」と呼ばれる近似方法を用
いる. ここではこれに関する証明は割愛し, 「数学的表現」についての証明を見ていくこ
とにする.



4 証明のポイント

解の数学的表現を示すためには次の劣微分作用素の表現定理と呼ばれる重要補題を示
す必要がある. 主張は以下の通りである.

重要補題 1 (劣微分の表現定理). 任意の ε ≥ 0 に対して, 次の二つは同値.

(Key 1) u = [η, v] = [η, θ, θΓ] ∈ D(∂vΦε) and v∗ = [θ∗, θ∗Γ] ∈ ∂vΦε(η, v) = ∂vΦε(η, θ, θΓ)

in H, with v = [θ, θΓ] ∈ Vε.

(Key 2) u = [η, v] = [η, θ, θΓ] ∈ Vε に対し, 以下を満たす ν∗ ∈ L∞(Ω)N が存在する.
• ν∗ ∈ Sgn(∇θ), a.e. in Ω,

• α(η)ν∗ + κ2∇θ ∈ L2
div(Ω),

• −∆Γ(ε
2θΓ) +

[
(α(η)ν∗ + κ2∇θ)|Γ · nΓ

]
∈ L2(Γ),

(5)

and  • θ∗ = −div
(
α(η)ν∗ + κ2∇θ

)
in L2(Ω),

• θ∗Γ = −∆Γ(ε
2θΓ) +

[
(α(η)ν∗ + κ2∇θ)|Γ · nΓ

]
in L2(Γ).

(6)

劣微分の表現の 1 つの例として符号関数 (Sgn 関数)が挙げられる. 主定理でも登場し
た符号関数は集合値関数 Sgn : RN → 2R

N
として次のように定義される.

ω ∈ RN 7→ Sgn(ω) :=


ω

|ω|
, if ω ̸= 0,

{x ∈ Rd||x| < 1}, otherwise.

関数 Sgn は Euclid ノルム | · | : ω ∈ RN 7→ |ω| :=
√
ω · ω ∈ [0,∞) の劣微分と一致する.

すなわち, Sgn = ∂| · | である.

以下では, 重要補題 1 の証明について簡単に説明する.

Proof. 任意の ε ≥ 0 に対して, 次のような集合値写像 Aε : D(Aε) ⊂ H → 2H を考える.

　

D(Aε) :=

{
u = [η, v] = [η, θ, θΓ] ∈ Vε

there exists ν∗ ∈ L∞(Ω)N ,

such that (5) holds

}
, (7)

and

u = [η, v] = [η, θ, θΓ] ∈ D(Aε) ⊂ H 7→ Aεu = Aε[η, v] = Aε[η, θ, θΓ]

:=

{
v∗ = [θ∗, θ∗Γ] ∈ H

(6) holds, for some ν∗ ∈ L∞(Ω)N ,

satisfying (5)

}
. (8)

このとき 重要補題の主張は任意の ε ≥ 0 と η ∈ H1(Ω) に対して以下のように言い換える
ことができることに注意する:

∂vΦε(η, ·) = Aε(η, ·) in H2. (9)



集合が一致することを示せばよいので, 次の 2 つの Claim によって上の等式は示される.

Claim 1. Aε(η, ·) ⊂ ∂vΦε(η, ·) in H2, for any η ∈ H1(Ω).

η ∈ H1(Ω) は任意として, v = [θ, θΓ] ∈ D(Aε(η, ·)) と v∗ = [θ∗, θ∗Γ] ∈ Aε(η, v) =

Aε(η, θ, θΓ) in H とする. このとき, (5)–(8) より次が成り立つ.

(v∗, w − v)H = (θ∗, ξ − θ)L2(Ω) + (θ∗Γ, ξΓ − θΓ)L2(Γ)

=

∫
Ω

−div(α(η)ν∗ + κ2∇θ)(ξ − θ) dx

+

∫
Γ

(
−∆(ε2θΓ) +

[
(α(η)ν∗ + κ2∇θ)|Γ · nΓ

])
(ξΓ − θΓ) dΓ

=

∫
Ω

(α(η)ν∗ + κ2∇θ) · ∇(ξ − θ) dx−
⟨[

(α(η)ν∗ + κ2∇θ)|Γ · nΓ

]
, (ξ − θ)|Γ

⟩
H

1
2 (Γ)

+

∫
Γ

∇Γ(εθΓ) · ∇Γ(ε(ξΓ − θΓ)) dΓ +
⟨[

(α(η)ν∗ + κ2∇θ)|Γ · nΓ

]
, ξΓ − θΓ

⟩
H

1
2 (Γ)

≤
∫
Ω

α(η)(|∇ξ| − |∇θ|) dx+ κ2

2

∫
Ω

(|∇ξ|2 − |∇θ|2) dx

+
1

2

∫
Γ

(|∇Γ(εξΓ)|2 − |∇Γ(εθΓ)|2) dΓ

= Φε(η, w)− Φε(η, v), for all η ∈ H1(Ω), and w = [ξ, ξΓ] ∈ Vε.

ここに定理 1, 劣微分の定義を用いた. 再び劣微分の定義から以下が成り立つ.

v = [θ, θΓ] ∈ D(∂vΦε(η, ·)) and v∗ = [θ∗, θ∗Γ] ∈ ∂vΦε(η, v) = ∂vΦε(η, θ, θΓ) in H.

よって, Aε(η, ·) ⊂ ∂vΦε(η, ·) in H2, となりさらにこのことから Aε(η, ·) が単調作用素で
あることがわかる.

Claim 2. Aε(η, ·) の極大性.

任意の H 上の元を w = [ξ, ξΓ] ∈ H とする. Claim 1 から Aε の単調性を示すこと
ができたので, Minty’s の定理を用いて極大性を示す. すなわち H = (Aε(η, ·) + IH)H

(レゾルベントが全射であること) を示すが, 明らかに H ⊂ (Aε(η, ·) + IH)H を示せば
十分であることがわかる. そのためには凸関数 Φε にある全変動汎関数を次の関数の列
{fδ}δ>0 ⊂ C1(R) で近似する.

ω ∈ RN 7→ fδ(ω) :=
√
δ2 + |ω|2, for any δ > 0. (10)

この関数を全変動汎関数と置き換えた凸関数 Φδ
ε を考え, 近似問題を考える. ここでは詳細

を割愛させて頂くが, この近似した凸関数の劣微分作用素の表現定理を前もって示してお
くことで (cf. [10, Key-Lemma 2]),再びMintyの定理を用いれば関数列 {vδ = [θδ, θδΓ] | 0 <
δ ≤ 1} ⊂ Vε に関して次が成り立つ:

w − vδ = ∂vΦ
δ
ε(η, v

δ) in H, for any 0 < δ ≤ 1. (11)



(11) はすなわち次の変分不等式を満たすことを表している.∫
Ω

(α(η)∇fδ(∇θδ) + κ2∇θδ) · ∇ψ dx+
∫
Γ

∇Γ(εθ
δ
Γ) · ∇Γ(εψΓ) dΓ

=

∫
Ω

(ξ − θδ)ψ dx+

∫
Γ

(ξΓ − θδΓ)ψΓ dΓ, for all [ψ, ψΓ] ∈ Vε and 0 < δ ≤ 1. (12)

ここで (12) において, [ψ, ψΓ] = [θδ, θδΓ] ∈ Vε を代入し, 仮定 (A2) と Young の不等式を用
いることで以下が成り立つ:

1

2
|vδ|2H + κ2|∇θδ|2L2(Ω)N + |∇Γ(εθ

δ
Γ)|2L2(Γ)N ≤ 1

2
|w|2H + δ

∫
Ω

α(η) dx

≤ 1

2
|w|2H + (LN(Ω)

1
2 |η|L2(Ω) + δαLN(Ω)), for any 0 < δ ≤ 1. (13)

この不等式 (13) から {vδ | 0 < δ ≤ 1} ⊂ Vε 有界数列となる. さらに, ∇fδ を計算すると
以下のようになる:

|∇fδ(∇θδ)| =
∣∣∣∣ ∇θδ√

δ2+|∇θδ|2

∣∣∣∣ ≤ 1, a.e. in Ω, for any 0 < δ ≤ 1.

したがって, (A2) と上記二つの評価から, 関数列 {vδ}δ > 0 は弱点列コンパクトとなり,

δn ↓ 0 as n → ∞ を満たす部分列 {δn}∞n=1 ⊂ (0, 1] と極限関数 v = [θ, θΓ] ∈ Vε が存在す
る. さらに Alaoglue の定理からベクトル場 ν∗ ∈ L∞(Ω)N が存在し, 以下が成り立つ:

vn = [θn, θΓ,n] := vδn = [θδn , θδnΓ ] → v = [θ, θΓ] in H, weakly in Vε, as n→ ∞, (14)

and

∇fδn(∇θn) → ν∗ weakly-∗ in L∞(Ω)N , as n→ ∞. (15)

さて (14) と (15) からテスト関数 ψ0 ∈ H1
0 (Ω) を (12) に代入すると, 次のようなる:∫

Ω

(α(η)ν∗ + κ2∇θ) · ∇ψ0 dx = (ξ − θ, ψ0)L2(Ω).

これはすなわち以下を表している:

−div(α(η)ν∗ + κ2∇θ) = ξ − θ ∈ L2(Ω) in D′(Ω). (16)

今のことをもとに, 定理 1 および (14)–(16) を用いると

(ξΓ − θΓ, ψΓ)L2(Γ) =

∫
Ω

(α(η)ν∗ + κ2∇θ) · ∇ψ dx− (ξ − θ, ψ)L2(Ω)

+

∫
Γ

∇Γ(εθΓ) · ∇Γ(εψΓ) dΓ

=
⟨[

(α(η)ν∗ + κ2∇θ)|Γ · nΓ

]
, ψ|Γ

⟩
H

1
2 (Γ)

+
⟨
−∆Γ(εθΓ), εψΓ

⟩
H1(Γ)

, for any [ψ, ψΓ] ∈ Vε.



が成り立ち, 劣微分の表現定理が以下のように導ける:

−∆Γ(ε
2θΓ) +

[
(α(η)ν∗ + κ2∇θ)|Γ · nΓ

]
= ξΓ − θΓ ∈ L2(Γ) in H−1(Γ). (17)

最後に, Mosco 収束 [10, Key-Lemma 4], (11) と (14)を用いると以下が成り立つ:

w − v ∈ ∂vΦε(η, v) in H, and Φδn
ε (η, vn) → Φε(η, v), as n→ ∞. (18)

さらに凸関数の下半連続性が成り立つことから (18) により

θn → θ in H1(Ω) (∇θn → ∇θ in L2(Ω)N), as n→ ∞. (19)

が成り立つ. (15), (19) 及び [3, Proposition 2.16] を用いれば

ν∗ ∈ Sgn(∇θ), a.e. in Ω.

となり, Claim 2 が示されたことになるため, 重要補題 1 の証明が完了する.
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