
曲がった薄膜領域上の
ナヴィエ・ストークス方程式に関する特異極限問題

東京大学 大学院数理科学研究科
三浦達彦 (Tatsu-Hiko MIURA)∗†

概要

薄膜領域とは空間内のある方向への幅が他の方向に比べて非常に小さい領域である. 本講演で
は膜の厚さがゼロに近づくときに与えられた 2 次元閉曲面に退化するような 3 次元空間内の曲
がった薄膜領域を扱い, 滑り境界条件を課した薄膜領域上のナヴィエ・ストークス方程式を考え
る. 本講演の目的は膜の厚さがゼロに近づくときの方程式の解の挙動を調べ, 薄膜領域上の方程
式から極限曲面上の極限方程式を導出することである.

1 導入
薄膜領域とは空間内のある（1つまたは複数の）方向への幅が他の方向に対して非常に小さい領域
である. 薄い板や細長い棒のような薄膜領域は弾性体の分野における主要な研究対象であり, また物
質の反応や拡散, 流体運動などの自然現象を偏微分方程式により数理モデル化する際にも多く現れる.

例えば, シャーレを用いた化学実験, 細胞膜中の物質輸送, 海流や大気の流れのような地球流体, 細い
血管を流れる血液などが薄膜領域上の偏微分方程式により数理モデル化される現象である.

薄膜領域上の偏微分方程式の数学解析においては領域の幅の小ささに応じて方程式の適切性や解
の性質などがどのように変化するかを調べることが主な問題となる. 例えば, 3次元のナヴィエ・ス
トークス方程式の適切性の成否は永年の未解決問題である一方 2次元ではその成立がよく知られてい
るため, 2次元領域に近い 3次元薄膜領域での方程式の適切性は 2次元の場合にどの程度「近い」か
を調べる研究が行われている. また, 薄膜領域が膜の厚さゼロの極限で低次元集合に退化する際, 薄膜
領域上の方程式（薄膜方程式）の解は何らかの意味で極限集合上の方程式（極限方程式）に漸近する
と予想される. そのような極限方程式を発見し, 薄膜方程式との比較を行うことで薄膜領域上の現象
における極限集合と膜の厚さ方向の影響を明らかにすることも重要な問題である.

上記の問題に関する数学研究は Hale–Raugel による反応拡散方程式の研究 [5] に始まり, これま
で主に反応拡散方程式とナヴィエ・ストークス方程式について様々な研究が行われてきた. Hale–

Raugel [5] は低次元領域に退化する平らな薄膜領域における反応拡散方程式とその極限方程式の固
有値や力学系の比較を行った. 反応拡散方程式に関する研究はその後 L 字型の薄膜領域 [6] や低次
元多様体に退化する曲がった薄膜領域 [17]など様々な形状の薄膜領域の場合に拡張されている（薄
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膜領域の形状の例については [18] を参照せよ）. 一方, ナヴィエ・ストークス方程式については
Raugel–Sell [19]による 2次元領域に退化する平らな 3次元薄膜領域における方程式の適切性の研究
が最初の結果であり, 以後平らな薄膜領域上でディリクレ, 周期, 滑りなど様々な境界条件を課したナ
ヴィエ・ストークス方程式が研究されている [7, 8, 25]. また, Temam–Ziane [26]は 3次元の薄い球
殻（2つの球面の間の領域）におけるナヴィエ・ストークス方程式を考え, 方程式の適切性の証明や
薄膜方程式と極限方程式の比較を行った. 超曲面に退化する曲がった薄膜領域上の偏微分方程式の数
学解析については論文 [9, 20, 27]のように膜の厚さゼロ極限における薄膜領域上のラプラス作用素
の固有値の漸近挙動に関する研究が多い. しかし, 曲がった薄膜領域上の発展方程式については上述
の研究 [17, 26]の他にはあまり研究がなされていないのが現状である.

そこで, 本講演では 3次元の曲がった薄膜領域上で次のナヴィエ・ストークス方程式を考える：

∂tu
ε + (uε · ∇)uε − ν∆uε +∇pε = fε in Ωε × (0,∞),

div uε = 0 in Ωε × (0,∞),

uε · nε = 0 on Γε × (0,∞),

Pε[σ(u
ε, pε)nε] + γεu

ε = 0 on Γε × (0,∞),

uε|t=0 = uε
0 in Ωε.

(1.1)

ここで Ωε は膜の厚さが ε > 0のオーダーであるような R3 内の有界な曲がった薄膜領域, Γε は Ωε

の境界, nε は Γε の外向き単位法線ベクトル, Pεa := a− (a · nε)nε はベクトル a ∈ R3 の境界 Γε に
おける接線方向成分, ν > 0は εに依存しない粘性係数, γε ≥ 0は εに依存する摩擦係数である. ま
た I3 を 3次単位行列として応力テンソルを次で定める：

σ(uε, pε) := 2νD(uε) + pεI3

(
D(uε) :=

∇uε + (∇uε)T

2
は歪み速度テンソル

)
.

方程式 (1.1)の第 1式は流体の運動量保存則を, 第 2式は（非圧縮流体に対する）質量保存則を表す.

また第 3式は「流体が領域の内外に出入りしない」という物理的状況を, 第 4式は「流体が領域の境
界で応力ベクトル σ(uε, pε)nε の接線方向成分に比例する速度で摩擦力を受けながら滑る」という状
況を表す. これらの境界条件は Navier [15]が提唱したものであり, （ナヴィエの）滑り境界条件と呼
ばれている. 特に γε = 0, γε > 0の場合はそれぞれ完全滑り, 部分滑り境界条件と呼ばれることもあ
る. また第 4式の両辺を γε で割り γε → ∞（摩擦力無限大）とすると通常のディリクレ境界条件（滑
り無し境界条件）uε = 0 on Γε を得る. なお Pεnε = 0であるため (1.1)の第 4式は

2νPεD(uε)nε + γεu
ε = 0 on Γε × (0,∞)

という圧力 pε に依存しない形で表されることに注意する（講演では初めからこの形式で書く）.

本講演の目的は (1.1)の解 uε の ε → 0での挙動を調べることである. 具体的には, ε → 0のとき
Ωε が与えられた 2次元閉曲面 Γに退化するという仮定の下, uε の膜の厚さ方向への積分平均が Γ上
の適切な関数空間内で収束し, かつその極限が Γ上の極限方程式の解であることを示す.

2 記号
本節では主定理を述べるために必要な記号を与える. 時間の都合上, 講演中はいくつかの記号につ
いて注意するにとどめる. また本節で与える関数などは特に指定がなければ全て十分滑らかであると



仮定する. 関数の正則性などに関する詳細な設定については [12]を参照せよ.

以下では R3 の直交座標系を 1 つ取って固定し, x ∈ R3 と i = 1, 2, 3 に対して xi を固定された
座標系での x の第 i 成分とする. また I3 を 3 次単位行列とし, R3 内のベクトル a = (a1, a2, a3),

b = (b1, b2, b3)とベクトル場 u = (u1, u2, u3), φ = (φ1, φ2, φ3)に対して次のように記号を定める：

a⊗ b :=

a1b1 a1b2 a1b3
a2b1 a2b2 a2b3
a3b1 a3b2 a3b3

 , ∇u :=

∂1u1 ∂1u2 ∂1u3

∂2u1 ∂2u2 ∂2u3

∂3u1 ∂3u2 ∂3u3

 (
∂i :=

∂

∂xi

)
,

(φ · ∇)u :=

3∑
i=1

φi∂iu = (φ · ∇u1, φ · ∇u2, φ · ∇u3).

2.1 2次元閉曲面

Γ を R3 内の向き付けられた連結な 2 次元閉曲面（コンパクトかつ境界を持たない曲面）とし,

その外向き単位法線ベクトルを n とする. また κ1 と κ2 を Γ の主曲率とし, H := κ1 + κ2 と
K := κ1κ2 を Γの平均曲率（の 2倍）とガウス曲率とする. Γの接平面への直交射影 P = (Pij)i,j を
P := I3 − n⊗ nで定め, Γ上の関数 η に対してその接勾配∇Γη と接微分Diη を次のように定める：

∇Γη := P∇η̃, Diη :=

3∑
j=1

Pij∂j η̃ on Γ, i = 1, 2, 3.

ここで η̃ は R3 内での Γの開近傍への η の拡張であるが, ∇Γη と Diη の値は η̃ の選び方にはよらな
いことに注意する（例えば [4, Section 16.1]を見よ）. 次に, 法線方向成分を含む Γ上のベクトル場
v = (v1, v2, v3)に対して接勾配行列∇Γv, 曲面上の歪み速度テンソル DΓ(v), 曲面発散 divΓv を

∇Γv :=

D1v1 D1v2 D1v3
D2v1 D2v2 D2v3
D3v1 D3v2 D3v3

 , DΓ(v) := P

(
∇Γv + (∇Γv)

T

2

)
P,

divΓv := tr[∇Γv] =

3∑
i=1

Divi on Γ (trは行列のトレースを表す)

で定める. また Γ上のベクトル場 v = (v1, v2, v3)と η = (η1, η2, η3)に対して

(η · ∇Γ)v :=

3∑
i=1

ηiDiv = (η · ∇Γv1, η · ∇Γv2, η · ∇Γv3) on Γ

と書き, 行列値関数 A : Γ → R3×3 に対して divΓA = ([divΓA]1, [divΓA]2, [divΓA]3)を次で定める：

[divΓA]j :=

3∑
i=1

DiAij on Γ, j = 1, 2, 3

ここで A =

A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33

 である

 .

次に Γ上の関数空間を定義する. 関数 η, ξ ∈ C1(Γ)と i = 1, 2, 3に対して部分積分公式∫
Γ

(ηDiξ + ξDiη) dσ = −
∫
Γ

ηξHni dσ (dσ は Γの面積要素, ni は nの第 i成分)



が成り立つことが知られている（例えば [4, Lemma 16.1]を見よ, ただし本稿では平均曲率H を曲面
Γの次元 2で割っていないことに注意せよ）. この公式に基づき, Γ上の L2 関数の弱接微分を次のよ
うに定義する：η ∈ L2(Γ)と i = 1, 2, 3に対して ηi ∈ L2(Γ)が存在し, 全ての ξ ∈ C1(Γ)に対して∫

Γ

ηiξ dσ = −
∫
Γ

η(Diξ + ξHni) dσ

となるとき ηi を η の弱接微分と呼び Diη = ηi と書く. また Γ上のソボレフ空間を

H1(Γ) := {η ∈ L2(Γ) | D1η,D2η,D3η ∈ L2(Γ)}

で定め, X = L2,H1 と Γ上の関数 g に対して Γ上の接ベクトル場の関数空間を

X (Γ, TΓ) := {v = (v1, v2, v3) | v1, v2, v3 ∈ X (Γ), v · n = 0 on Γ},
Xgσ(Γ, TΓ) := {v ∈ X (Γ, TΓ) | divΓ(gv) = 0 on Γ}

で定める. さらに H−1(Γ, TΓ)を H1(Γ, TΓ)の双対空間とし,

R := {w(x) = a× x+ b, x ∈ R3 | a, b ∈ R3, w|Γ · n = 0 on Γ},
K(Γ) := {v ∈ H1(Γ, TΓ) | DΓ(v) = 0 on Γ}

とする. w ∈ Rは R3 内の微小な回転と平行移動の合成を表すベクトル場であって Γ上接ベクトル
場となるものである. また v ∈ K(Γ)であるとき Γ上の任意の接ベクトル場 X と Y に対して

∇Xv · Y +X · ∇Y v = 0 on Γ (ここで∇Xv := P (X · ∇Γ)v は共変微分を表す)

が成り立ち, したがって v は（R3 の内積から定まる）Γのリーマン計量を保存する. このようなベク
トル場は Γ上のキリングベクトル場と呼ばれる（詳しくは [16, 23]などを見よ）. 直接計算によって
Rの元の Γへの制限は K(Γ)の元となること, すなわち R|Γ := {w|Γ | w ∈ R} ⊂ K(Γ)であること
が分かる. 集合 R|Γ は R3 に埋め込まれた曲面 Γの外在的な無限小対称性を表し, K(Γ)は抽象的な
リーマン多様体 Γの内在的な無限小対称性を表す. 閉曲面 Γが R3 内の回転面または凸曲面のときは
R|Γ = K(Γ)となることが知られているが, 他の閉曲面で同じ関係が成り立つかは分かっていない.

2.2 曲がった薄膜領域

g0 と g1 を Γ上の関数として, ある定数 c > 0が存在して次の不等式が成り立つと仮定する：

g := g1 − g0 ≥ c on Γ.

このとき十分小さい ε > 0に対して R3 内の曲がった薄膜領域 Ωε とその内側と外側の境界 Γ0
ε, Γ

1
ε を

Ωε := {y + rn(y) | y ∈ Γ, r ∈ (εg0(y), εg1(y))}, Γi
ε := {y + εgi(y)n(y) | y ∈ Γ}, i = 0, 1

で定め, Γε := Γ0
ε ∪ Γ1

ε を Ωε の境界全体とする. Ωε 上の関数 φに対して

Mφ(y) :=
1

εg(y)

∫ εg1(y)

εg0(y)

φ(y + rn(y)) dr, y ∈ Γ

と定め, M を膜の厚さ方向への平均作用素と呼ぶ. またベクトル場 u : Ωε → R3 に対してその平均の
接線方向成分をMτu := PMuで表す（Mτuは Γ上の接ベクトル場である）.



3 主定理と証明の概要
本講演の主定理に必要な仮定を与える. γ0

ε と γ1
ε を非負の定数として Γε 上の摩擦定数を

γε := γi
ε on Γi

ε, i = 0, 1

で定める. また関数空間を

Ri := {w ∈ R | w|Γ · ∇Γgi = 0 on Γ}, i = 0, 1,

Rg := {w ∈ R | w|Γ · ∇Γg = 0 on Γ},
Kg(Γ) := {v ∈ K(Γ) | v · ∇Γg = 0 on Γ}

で定め, Rg|Γ := {w|Γ | w ∈ Rg}とする. 定数 γ0
ε , γ

1
ε と閉曲面 Γに対して以下の仮定を課す：

仮定 3.1. ある定数 c > 0が存在して i = 0, 1と任意の ε ∈ (0, 1)に対して γi
ε ≤ cεが成り立つ.

仮定 3.2. 以下の条件のいずれかが成り立つ：

(A1) ある定数 c > 0が存在して γ0
ε ≥ cεまたは γ1

ε ≥ cεが任意の ε ∈ (0, 1)に対して成り立つ.

(A2) Kg(Γ) = {0}.
(A3) Rg = R0 ∩R1, Rg|Γ = Kg(Γ)かつ任意の ε ∈ (0, 1)に対して γ0

ε = γ1
ε = 0が成り立つ.

これらの仮定は滑り境界条件の下での Ωε 上のストークス作用素 Aε に対する一様ノルム同値性

c−1∥u∥Hk(Ωε) ≤ ∥Ak/2
ε u∥L2(Ωε) ≤ c∥u∥Hk(Ωε), u ∈ D(Ak/2

ε ), k = 1, 2

(c > 0は εによらない定数, D(Ak/2
ε ) ⊂ L2(Ωε)

3 は作用素 Ak/2
ε の定義域)

を示すのに必要となるが, 本講演ではこのことに関する説明は行わない（詳しくは [12]を見よ）.

注意 3.3. 仮定 3.2の条件 (A2)について, 閉曲面 Γの種数が 2以上の場合は K(Γ) = {0}, すなわち
Γ上の非自明なキリングベクトル場は存在しないことが知られている（例えば [21, Proposition 2.2]

を見よ）. したがってこの場合は任意の関数 g = g1 − g0 に対して条件 (A2)が満たされる. また条件
(A3)が成り立つ典型的な例は R3 の単位球面 S2 に退化するような薄い球殻

Ωε = {x ∈ R3 | 1 < |x| < 1 + ε} (Γ = S2, g0 = 0, g1 = 1)

である. この場合は S2 上 ∇Γg0 = ∇Γg1 = ∇Γg = 0であり

R = {w(x) = a× x, x ∈ R3 | a ∈ R3}, R|S2 = K(S2) = {w(y) = a× y, y ∈ S2 | a ∈ R3}

となる. ただしこの場合はナヴィエ・ストークス方程式 (1.1)を完全滑り境界条件

u · nε = 0, PεD(u)nε = 0 on Γε

の下で考えることに注意する. 上記の薄い球殻におけるナヴィエ・ストークス方程式は滑り境界条件
とは別の境界条件の下で Temam–Ziane [26]により研究され, 膜の厚さ εが十分小さいときの方程式
の適切性の証明および ε → 0での極限方程式の導出が行われている. 論文 [26]で導出された S2 上
の極限方程式と本研究で得られた極限方程式の比較については [12, Remark 1.11]を参照せよ.



薄膜領域 Ωε における L2 ソレノイダル空間を

L2
σ(Ωε) = {u ∈ L2(Ωε)

3 | div u = 0 in Ωε, u · nε = 0 on Ωε}

で表し, 仮定 3.1と 3.2の下で Ωε 上の関数空間Hε と Vε を

Hε :=

{
L2
σ(Ωε) (条件 (A1)または (A2)が満たされている場合),

L2
σ(Ωε) ∩R⊥

g (条件 (A3)が満たされている場合),

Vε := H1(Ωε)
3 ∩Hε

で定める. ただしR⊥
g はRg の L2(Ωε)

3 における直交補空間である.

以上の設定の下, 本講演での主定理を述べる.

定理 3.4 ([12, Theorem 1.6]). 仮定 3.1と 3.2の下, ε ∈ (0, 1)に対して

uε
0 ∈ Vε, fε ∈ L∞(0,∞;Hε)

とする. さらに以下の条件が成り立つと仮定する：

(a) ある定数 c > 0, ε1 ∈ (0, 1), α ∈ (0, 1)が存在して任意の ε ∈ (0, ε1)に対して

∥uε
0∥2H1(Ωε)

+ ∥fε∥2L∞(0,∞;L2(Ωε))
≤ cε−1+α

が成り立つ.

(b) ある v0 ∈ L2(Γ, TΓ)と f ∈ L∞(0,∞;H−1(Γ, TΓ))が存在して

lim
ε→0

Mτu
ε
0 = v0 weakly in L2(Γ, TΓ),

lim
ε→0

Mτf
ε = f weakly-⋆ in L∞(0,∞;H−1(Γ, TΓ))

が成り立つ.

(c) i = 0, 1に対してある定数 γi ≥ 0が存在して limε→0 ε
−1γi

ε = γi が成り立つ.

このときある定数 ε2 ∈ (0, 1)が存在し, 任意の ε ∈ (0, ε2)に対して (1.1)の時間大域的な強解

uε ∈ C([0,∞);Vε) ∩ L2
loc([0,∞);H2(Ωε)

3) ∩H1
loc([0,∞);Hε)

が存在して

lim
ε→0

Muε · n = 0 strongly in C([0,∞);L2(Γ))

が成り立つ. さらに Γ上の接ベクトル場

v ∈ C([0,∞);L2
gσ(Γ, TΓ)) ∩ L2

loc([0,∞);H1
gσ(Γ, TΓ)) ∩H1

loc([0,∞);H−1(Γ, TΓ))

が存在し, 任意の T > 0に対して

lim
ε→0

Mτu
ε = v weakly in L2(0, T ;H1(Γ, TΓ)),

lim
ε→0

∂tMτu
ε = ∂tv weakly in L2(0, T ;H−1(Γ, TΓ))



が成り立ち, かつ v は以下の方程式の唯一の弱解である：

g
(
∂tv +∇vv

)
− 2ν

{
PdivΓ[gDΓ(v)]−

1

g
(∇Γg ⊗∇Γg)v

}
+(γ0 + γ1)v + g∇Γq = gf on Γ× (0,∞),

divΓ(gv) = 0 on Γ× (0,∞),

v|t=0 = v0 on Γ.

(3.1)

ここで ∇vv = P (v · ∇Γ)v は接ベクトル場 v のそれ自身に沿った共変微分, q は流速 v に付随する
圧力である. 方程式 (3.1)の弱解の定義については [12, Section 10.5]を参照せよ. 以下方程式 (3.1)

を Ωε 上のナヴィエ・ストークス方程式 (1.1)の極限方程式と呼ぶ.

定理 3.4の証明の概略を述べる. 証明は次の 4つの段階からなる：

(1) 方程式 (1.1)の強解 uε の満たす弱形式からMτu
ε の満たす弱形式を導出する.

(2) 平均の接線方向成分Mτu
ε に対するエネルギー評価を示す.

(3) 関数列 {Mτu
ε}ε の部分列が (3.1)の弱解に収束することを示す.

(4) 方程式 (3.1)の弱解の一意性を示し, 関数列 {Mτu
ε}ε 全体の (3.1)の弱解への収束を示す.

このうち (3)と (4)の議論は R2 内の有界領域におけるナヴィエ・ストークス方程式の弱解の構成お
よびその一意性の証明と同様である（例えば [2]を見よ）ので本稿および講演での説明は省略する.

(1)では薄膜領域 Ωε の膜の厚さ方向への平均作用素M と積分の変数変換公式∫
Ωε

φ(x) dx =

∫
Γ

(∫ εg1(y)

εg0(y)

φ(y + rn(y))J(y, r) dr

)
dσ (J(y, r)はヤコビアン)

を用いて方程式 (1.1)の強解 uε の満たす弱形式（方程式に対応する試験関数との積に関する積分等
式）をその平均の接線方向成分Mτu

ε の満たす弱形式に変形する. ここでMτu
ε の弱形式に現れる残

余項が εに関して「十分小さい」ことを示すために (1.1)の強解 uε に対する一様評価

∥uε(t)∥2H1(Ωε)
≤ cε−1+α,

∫ t

0

∥uε(s)∥2H2(Ωε)
ds ≤ cε−1+α(1 + t), t ≥ 0

が必要となる（c > 0は εによらない定数, 詳しくは [12, Theorem 8.4 and Section 10]を見よ）.

(2) ではMτu
ε の満たす弱形式を用いてMτu

ε に対するエネルギー評価を導く. 通常の 2 次元ナ
ヴィエ・ストークス方程式の（近似）解に対するエネルギー評価は弱形式の試験関数に解そのものを
代入することにより得られるが, Mτu

ε はその弱形式における試験関数の空間 H1
gσ(Γ, TΓ)の元では

ないためそれ自身を代入することはできない. そこで Γ上の接ベクトル場 v ∈ L2(Γ, TΓ)に対する重
み付きヘルムホルツ分解（詳しくは [12, Section 9]を参照せよ）

v = vg + g∇Γq in L2(Γ, TΓ), vg ∈ L2
gσ(Γ, TΓ), g∇Γq ∈ L2

gσ(Γ, TΓ)
⊥

を用いてMτu
ε の満たす弱形式をその重み付きソレノイダル部分 vε ∈ H1

gσ(Γ, TΓ)の満たす弱形式
に変換する. その弱形式の試験関数に vε を代入することで vε のエネルギー評価を導出し, Mτu

ε と
vε の差分に対する評価と組み合わせることでMτu

ε のエネルギー評価を得る.



4 極限方程式と多様体上のナヴィエ・ストークス方程式
最後に極限方程式 (3.1)と抽象的なリーマン多様体上のナヴィエ・ストークス方程式との関係につ
いて述べる. 極限方程式 (3.1)は g が定数（例えば g ≡ 1）かつ γ0 = γ1 = 0のとき

∂tv +∇vv − 2νPdivΓ[DΓ(v)] +∇Γq = f, divΓv = 0 on Γ× (0,∞) (4.1)

という形になる. また Ricを Γのリッチ曲率, ∆B = −∇∗∇を Γ上のボホナーラプラシアンとする
（例えば [24, Appendix C] を見よ）と, Γ は 2 次元曲面であるから Γ 上の接ベクトル場 v に対して
Ric(v) = Kv が成り立ち, さらに v が Γ上 divΓv = 0を満たすならば

2PdivΓ[DΓ(v)] = ∆Bv +Kv on Γ

が成り立つ（証明は [13, Lemma 2.5]を参照せよ）. したがって方程式 (4.1)は

∂tv +∇vv − ν{∆Bv +Ric(v)}+∇Γq = f, divΓv = 0 on Γ× (0,∞) (4.2)

というリーマン多様体 Γの内在的な量のみで表現される方程式となる. この方程式は論文 [3, 22]にお
いて「正しい」リーマン多様体上のナヴィエ・ストークス方程式と呼ばれており, Mitrea–Taylor [10],

Nagasawa [14], Taylor [22]などにより研究されている. したがって極限方程式 (3.1)はリーマン多
様体上の重み付きナヴィエ・ストークス方程式に消散項 (γ0 + γ1)v を加えたものと考えられる.

ここで論文 [3, 22]による「正しい」という表現は粘性項 ν{∆Bv+Ric(v)}の定め方に対するもの
である. リーマン多様体上のオイラー方程式（非圧縮非粘性流体の方程式）は (4.2)で ν = 0とした
ものであることが Arnol′d [1]により示されている（論文 [3]も参照せよ）. 一方で非圧縮粘性流体に
対するナヴィエ・ストークス方程式については平らな空間での方程式

∂tu+ (u · ∇)u− ν∆u+∇p = f, div u = 0 in R3 × (0,∞)

の類推から球面 S2 や多様体 Γ上の方程式では粘性項を R3 上のベクトルラプラシアンの S2 への制
限や Γ上のホッジラプラシアン ∆D = −(dΓδΓ + δΓdΓ)とする論文が多い. （ここで dΓ と δΓ は Γ

上の微分形式に対する外微分と余微分であり, また Γのリーマン計量 θ を用いて Γ上のベクトル場
と 1次微分形式を同一視している.）これに対して論文 [3, 22]では R3 での方程式の粘性項が歪み速
度テンソル D(u) = {∇u+ (∇u)T }/2の発散で与えられること, すなわち

2 div[D(u)] = ∆u+∇(div u) = ∆u (第 2式は div u = 0による)

であることに着目し, Γ上のベクトル場 v に対して歪み速度テンソル Def v を

(Def v)(X,Y ) :=
1

2

{
θ
(
∇Xv, Y

)
+ θ
(
X,∇Y v

)}
(X と Y は Γ上のベクトル場)

で定め作用素 Def と L2 内積による（負号を付けない）形式的共役作用素 Def∗ を用いて粘性項を

2Def∗Def v = −∆Bv −∇Γ(div v)− Ric(v) = −∆Bv − Ric(v) (第 2式は divΓv = 0による)



とするべきであると述べている. また三松–矢野 [11]は流体の粘性摩擦とそれによって引き起こされ
るエネルギー散逸に対する幾何学的考察を通じて多様体上のナヴィエ・ストークス方程式が (4.2)の
形になることを示している. ところで Γ = S2 のときに

v(y) = a× y, q(y) =
1

2
|v(y)|2, y ∈ S2 (a ∈ S2, ×は R3 でのベクトル積)

とすると v は S2 上の接ベクトルであり, R3 の座標系を用いての直接計算により

DΓ(v) = P

(
∇Γv + (∇Γv)

T

2

)
P = 0, ∇vv +∇Γq = 2DΓ(v)v = 0, divΓv = 0 on S2

であることが確かめられる. このことから原点を通る直線の周りの微小回転を表すベクトル場 v は球
面 S2 上の方程式 (4.1)の, したがって (4.2)の定常解であることが分かるが, 粘性項がベクトルラプ
ラシアンやホッジラプラシアンのみの場合は v は定常解にはならない. このように「回転が球面上の
流体方程式の解になる」という直感に合う結果が得られることからも方程式 (4.2)が「正しい」リー
マン多様体上のナヴィエ・ストークス方程式であるように思われる.
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