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1 導入

1.1 背景

本稿では, 一貫してトーラス上におけるミラー対称性, 特にホモロジー的ミラー対称性と呼ばれ

るものに関連した話題をとりあつかう. そのため, ここではまずそれらについての簡単な説明を行

うことにする.

はじめに, ミラー対称性とはそもそも何なのかということに関して言及しておく. M をカラビ・

ヤウ多様体とする. カラビ・ヤウ多様体は複素構造 J とシンプレクティック構造 ωを両方備えてい

るので, (何かしらの意味で定義された)M の複素構造のみに依存して定まる量を J(M), M のシン

プレクティック構造のみに依存して定まる量を ω(M)と書くことにする. このとき, ミラー対称性

とは, 任意のカラビ・ヤウ多様体M に対してあるカラビ・ヤウ多様体 M̌ が存在し,

J(M) ∼= ω(M̌) (1)

といった関係式が成り立つという現象のことである. 特に, このような関係にあるカラビ・ヤウ多

様体の組 (M, M̌)はしばしばミラー対と呼ばれる. ミラー対の例として最も基本的であると考え

られているのは楕円曲線の組であるが, これを高次元化したものである複素トーラスとシンプレク

ティックトーラスの組もミラー対の例を与える.

実際には, 一口にミラー対称性 (予想)と言っても, 上記の (1)における J(M)や ω(M̌)のとり

方に応じていくつかの定式化の仕方が考えられる. そのような定式化の中の 1つであって, (1)に

おける J(M), ω(M̌)の部分をそれぞれある適切な導来圏 (三角圏)としたようなものが 1994年に

Kontsevichによって提案されたホモロジー的ミラー対称性 (予想) [12]であり, これを正確に述べ

ると以下のようになる.

予想 1.1 (Kontsevich). 任意のカラビ・ヤウ多様体M に対してあるカラビ・ヤウ多様体 M̌ が存在

し, M 上で定義される連接層の成す有界導来圏Db(Coh(M))と M̌ 上で定義される深谷圏 Fuk(M̌)

から得られる三角圏 Tr(Fuk(M̌))の間に, 三角圏としての圏同値

Db(Coh(M)) ∼= Tr(Fuk(M̌)) (2)

が存在する.
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この予想 1.1に関して, いくつか注意事項を記しておく. まず, 深谷圏 Fuk(M̌)とは, M̌ 内のラ

グランジュ部分多様体 1とその上のユニタリ局所系の組の成すA∞圏のことである [4]. 今回はA∞

圏の定義等の詳細は省略するが, ここで注意すべき点は, Fuk(M̌)はあくまでも A∞圏であって三

角圏の構造を持つわけではないので直接左辺のDb(Coh(M))と比較することができないというこ

とである. そこで必要となるのが Bondal, Kapranov, Kontsevichによって考案された A∞圏 C か

ら三角圏 Tr(C )を作り出す構成法 [3], [12]であり, これによって A∞圏 Fuk(M̌)を用いて三角圏

Tr(Fuk(M̌))を構成することができ, この Tr(Fuk(M̌))とDb(Coh(M))を三角圏として比較して

みると実は本質的に同じものになっているのではないだろうか?ということを問うているのがホモ

ロジー的ミラー対称性 (予想)というわけである. 歴史的には, この予想 1.1はまず始めに楕円曲線

上における場合が研究され ([17], [16], [1]など), その後, それの一般化としてアーベル多様体上に

おける場合に関する研究も成されていった ([5]など).

ここで, この予想 1.1を攻略するためのあるアイディアを一つ紹介しておく. このアイディアと

は,“ (2)における左辺を右辺の形に合わせて書き換える”, すなわち, ある A∞ 圏 CM であって

Tr(CM ) ∼= Db(Coh(M))

となるようなものを見つけるというものである. 実際には, このA∞圏としてDG圏DGM (DG圏

とは, 高次の積が 0となるような A∞ 圏のことである)がとれることが期待されているので, とり

あえずはそのようなDGM がとれたと仮定してみよう. するとこのとき, (Trをとる前の)A∞圏と

しての圏同値DGM
∼= Fuk(M̌)が存在することが示せると, (Trをとることによる)三角圏として

の圏同値 Tr(DGM ) ∼= Tr(Fuk(M̌))が存在する, すなわち予想 1.1が成り立つという事実が自動

的に従うことになる. このことに関して, 楕円曲線上においてはDGM に相当するものが実際に見

つかっており [13], [1], より高次元の複素トーラス上においてはDGM に相当すると期待されてい

る DG圏の例が具体的に構成されている ([7], [8]などを参照せよ).

1.2 問題意識

一般的に,トーラス上におけるホモロジー的ミラー対称性について考える場合,実 2次元 (すなわち,

楕円曲線)の場合に比べて実 4次元以上の高次元の場合は状況が複雑であり, 実 2次元の場合に行っ

ていた議論を直接実 4次元以上の場合における議論に拡張することができない場合がある. 本稿でと

りあつかう問題も, そのようなものの例である. まず, 1次元複素トーラス T 2
J=T := C/2π(Z⊕ TZ)

(T ∈ H)を一つとる. これに対応するミラーパートナー Ť 2
J=T の複素化されたシンプレクティック

形式は− 1
T または T を用いて定義される. 基本的にはこのようにしてミラー対 (T 2

J=T , Ť
2
J=T )を得

ることができるのであるが, ここで, このやり方の高次元版, すなわち, T 2n
J=T := Cn/2π(Zn ⊕TZn)

(n ≥ 2, T は虚部が正定値となるような n次複素行列)のミラーパートナー Ť 2n
J=T の定義の仕方につ

いて考えてみよう. このとき, 一見すると Ť 2n
J=T の複素化されたシンプレクティック形式は (n = 1

の場合の安直な一般化として)−(T−1)t または T を用いて定義すればよいのではないか?という気

がしてしまう. しかしながら, n = 1の場合と違って n ≥ 2の場合にはそもそも T の逆元, すな

わち逆行列 T−1 が存在しないことがあるので, その際には当然 Ť 2n
J=T の複素化されたシンプレク

ティック形式を −(T−1)t を用いて定義することはできない. さらに, Ť 2n
J=T の複素化されたシンプ

レクティック形式を T を用いて定義したとしても, 結局, 得られたミラー対 (T 2n
J=T , Ť

2n
J=T )の上で

ホモロジー的ミラー対称性を議論する際に (T−1 の存在性に関連した)不都合が生じてしまうこと
1シンプレクティック多様体 (M,ω)内のラグランジュ部分多様体 Lとは, dimL = 1

2
dimM となるような部分多様体で

あって, ω|L = 0 を満たすようなもののことである.



が確認されている. 以上のことを考慮し, 本稿では, まず T−1 が存在しない場合におけるミラー対

(T 2n
J=T , Ť

2n
J=T )の定義の仕方について提案し, その後, 得られたミラー対 (T 2n

J=T , Ť
2n
J=T )の上でホモ

ロジー的ミラー対称性を議論する際に現れる圏の対象の対応のさせ方について説明する.

1.3 いくつかの記法

後で用いるいくつかの記法についてここで説明しておく. まず, 上でも既に用いた記法であるが,

虚部が正定値となるような n次複素行列 T ∈ M(n;C)を用いて定義される n次元複素トーラス

Cn/2π(Zn ⊕ TZn)は今後も T 2n
J=T と書くことにする :

T 2n
J=T := Cn/2π(Zn ⊕ TZn).

また, 2n 次元実トーラス T 2n のある局所座標 (p := (p1, · · · , pn)t, q := (q1, · · · , qn)t) に対して
dp := (dp1, · · · , dpn)t, dq := (dq1, · · · , dqn)t としたとき, 複素化されたシンプレクティックトーラ

ス (T 2n, ω̃ = dptτdq) (τ ∈ M(n;C))をしばしば T 2n
ω̃=τ と略記する :

T 2n
ω̃=τ := (T 2n, ω̃ = dptτdq).

2 準備

本章では, まず現時点で既に議論が可能であるものの例として, detT ′ ̸= 0となるような T ′ を用

いて定義される T 2n
J=T ′ とそのミラーパートナー Ť 2n

J=T ′ := T 2n
ω̃=−(T ′−1)t から構成されるミラー対を

一つとり, その上でホモロジー的ミラー対称性を議論する際に現れる圏の対象の対応関係について

説明する.

先に, 複素幾何学側の話から始める. T 2n
J=T ′ の局所座標を Z = X + T ′Y と書く. ここで,

Z := (Z1, · · · , Zn)
t, X := (X1, · · · , Xn)

t, Y := (Y1, · · · , Yn)
t

である. 以下, r ∈ N, A = (aij) ∈ M(n;Z), p := (p1, · · · , pn)t ∈ Rn, q := (q1, · · · , qn)t ∈ Rn,

µ := p + T ′tq ∈ Cn, ζ := e
2πi
r (i =

√
−1) とする. 複素幾何学側において考えるべき対象は,

以下のようにして構成される階数 r の正則ベクトル束 E(r,A,µ,U) → T 2n
J=T である. まずは変換関

数を定義したいわけであるが, これを厳密に書こうとすると表記が煩雑になるので, ここでは次

のようなやや大雑把な説明をするにとどめる (厳密な定義については, [8] の section 2 を参照せ

よ). s(X1, · · · , Xn, Y1, · · · , Yn)を E(r,A,µ,U) の滑らかな切断とする. このとき, Xj 7→ Xj + 2π,

Yk 7→ Yk + 2π (j, k = 1, · · · , n)とした場合の変換関数を

s(X1, · · · , Xj + 2π, · · · , Xn, Y1, · · · , Yn) = e
i
r ajY Vjs(X1, · · · , Xn, Y1, · · · , Yn),

s(X1, · · · , Xn, Y1, · · · , Yk + 2π, · · · , Yn) = Uks(X1, · · · , Xn, Y1, · · · , Yn)

で定める. ただし, aj := (a1j , · · · , anj) ∈ Zn, Vj , Uk ∈ U(r)である. 特に, これらの行列 Vj , Ukと

しては, コサイクル条件

VjVk = VkVj , UjUk = UkUj , ζ−akjUkVj = VjUk (j, k = 1, · · · , n)

を満たすもののみを考え, そのような Vj , Uk 全体の成す集合を U と書く. さらに, 各 j = 1, · · · , n
に対し, ξj , θj ∈ Rを

eiξj = detVj , eiθj = detUj



で定め,

ξ := (ξ1, · · · , ξn)t, θ := (θ1, · · · , θn)t ∈ Rn

とおく. これらの ξ, θ ∈ Rnは, 後でシンプレクティック幾何学側において E(r,A,µ,U)とミラー双対

な関係にある対象を定義する際に用いることになる 2. このようにして定義された複素ベクトル束

E(r,A,µ,U) の上で, 局所的に以下のような形で書かれる接続∇(r,A,µ,U) を考える 3.

∇(r,A,µ,U) := d− i

2π

(
1

r
XtAt +

1

r
µt

)
dY · Ir

= d− i

2π

{(
1

r
XtAt +

1

r
pt
)
+

1

r
qtT ′

}
dY · Ir. (3)

ここで, dY := (dY1, · · · , dYn)
t であり, dは外微分作用素, Ir は r次単位行列を表す. 後は複素ベ

クトル束 E(r,A,µ,U) が正則ベクトル束になるための条件を考えればよいわけであるが, このことに

関して次の命題が成り立つ ([8], Proposition 2.2).

命題 2.1. 複素ベクトル束 E(r,A,µ,U) → T 2n
J=T ′ が正則ベクトル束になることと n次複素行列 AT ′

が対称行列になることは同値である.

これらの正則ベクトル束 E(r,A,µ,U) は自然に DG圏 DGT 2n
J=T ′

を成す ([8]の section 2などを参

照せよ). 特に, n = 1の場合には実際にこの DG圏 DGT 2
J=T ′

が Db(Coh(T 2
J=T ′))を生成する, す

なわち, Tr(DGT 2
J=T ′

) ∼= Db(Coh(T 2n
J=T ′))が成り立つことが確認されており [13], [1], より一般の

nに対してもそのようになることが期待されている.

次に,シンプレクティック幾何学側の説明を行う. Ť 2n
J=T ′の局所座標を (X̌ := (X1, · · · , Xn)t, Y̌ :=

(Y 1, · · · , Y n)t) と書き, dX̌ := (dX1, · · · , dXn)t, dY̌ := (dY 1, · · · , dY n)t とする. 特に, ω̃ =

dX̌t(−(T ′−1)t)dY̌ を ω̃ = dX̌tBdY̌ + idX̌tωdY̌ と分解したとき, dX̌tωdY̌ がシンプレクティック

形式を表し, dX̌tBdY̌ は B 場と呼ばれ, しばしば 2形式 dX̌tωdY̌ , dX̌tBdY̌ をそれぞれ n次正方

行列 ω = Im(−(T ′−1)t), B = Re(−(T ′−1)t)と同一視する. また, Θ, Ξ ∈ Rn を用いて

p(θ,Θ) := p− θ +Θ, q(ξ,Ξ) := q + ξ + Ξ

と定める (実際には, Θ, Ξ ∈ Rn は補助的なベクトルであり, これらの p(θ,Θ), q(ξ,Ξ) の定義

において本質的なのはそれぞれ p − θ, q + ξ の部分である). 以下, 与えられた正則ベクトル束

E(r,A,µ,U) → T 2n
J=T ′ とミラー双対になるような深谷圏 Fuk(Ť 2n

J=T ′)の対象の構成法について述べ

る. なお, この構成法は基本的には SYZ構成 [18]に基づくものであるが ([14], [2]なども参照せよ),

以下の説明における, ラグランジュ部分多様体の位置, 及びユニタリ局所系の平坦接続がそれぞれ

θ, ξ ∈ Rnに依存して定まるという点に関しては, 筆者の研究によって明らかになった部分であると

いうことをここで断っておく [10]. まず, Ť 2n
J=T ′ 内の n次元部分多様体 L(r,A,p(θ,Θ))を次で定める.

L(r,A,p(θ,Θ)) :=

{(
X̌

Y̌

)
∈ Ť 2n

J=T ′ | Y̌ =
1

r
AX̌ +

1

r
p(θ,Θ)

}
. (4)

2一般的に, ξj , θj ∈ Rのとり方に関しては 2πZの不定性がある. しかしながら, それらに対応して定まる対象同士が互
いに同型になることが確認できるので, そのような不定性は実際には無視しても問題ない.

3T 2n
J=T ′ のミラーパートナーを T 2n

ω̃=T ′ で定義する場合には, (3) の中の T ′ と書かれている部分に T ′−1 が現れてしま
う. したがって, T ′ が逆行列を持たない場合には, T 2n

J=T ′ のミラーパートナー自体は T 2n
ω̃=T ′ を用いて定義することはでき

るものの, そのミラー対 (T 2n
J=T ′ , T

2n
ω̃=T ′ )の上でホモロジー的ミラー対称性を議論しようとすると結局 T ′ の逆行列の存在

性の問題が現れてしまうということである.



このとき, このL(r,A,p(θ,Θ))が Ť 2n
J=T ′ 内のラグランジュ部分多様体になるための必要十分条件は ωA

が対称行列になることである. さらに, 以下のような平坦接続∇L(r,A,p(θ,Θ),q(ξ,Ξ))
を持つ自明な複素

直線束 L(r,A,p(θ,Θ),q(ξ,Ξ)) → L(r,A,p(θ,Θ)) を考える.

∇L(r,A,p(θ,Θ),q(ξ,Ξ))
:= d− i

2π

1

r
q(ξ,Ξ)tdX̌. (5)

特に, 深谷圏 Fuk(Ť 2n
J=T ′)の対象になるための条件として, この ∇L(r,A,p(θ,Θ),q(ξ,Ξ))

の曲率形式 (す

なわち, 0)が B 場 dX̌tBdY̌ の L(r,A,p(θ,Θ)) への制限と一致するというものがあるので, 結局 BA

も対称行列にならなければいけないということが分かる. ここで, ωA, BAがそれぞれ対称行列に

なるという条件は AT ′が対称行列になるという条件と同値であることに注意せよ. したがって, 上

記の内容をまとめることによって次の命題を得る.

命題 2.2. ラグランジュ部分多様体 L(r,A,p(θ,Θ)) とその上のユニタリ局所系 L(r,A,p(θ,Θ),q(ξ,Ξ)) →
L(r,A,p(θ,Θ))の組が深谷圏 Fuk(Ť 2n

J=T ′)の対象になることと n次複素行列AT ′が対称行列になるこ

とは同値である.

以降, 簡単のため,

L(r,A,p(θ,Θ),q(ξ,Ξ)) := (L(r,A,p(θ,Θ)),L(r,A,p(θ,Θ),q(ξ,Ξ)))

と略記する. この命題 2.2 と先に紹介した命題 2.1 を比較することにより, AT ′ が対称行列にな

るという条件を介して DG圏 DGT 2n
J=T ′

の対象 E(r,A,µ,U) → T 2n
J=T ′ と深谷圏 Fuk(Ť 2n

J=T ′)の対象

L(r,A,p(θ,Θ),q(ξ,Ξ)) が対応しているということが見てとれるだろう. 特に, ∇(r,A,µ,U) の定義式 (3)

の接続形式の部分とL(r,A,p(θ,Θ),q(ξ,Ξ)) を定義する際に用いられる 2つの式 (4), (5)を比較してみ

ると,“E(r,A,µ,U)とL(r,A,p(θ,Θ),q(ξ,Ξ))が互いにミラー双対な関係にある”という言葉の雰囲気が

より強く感じられることと思う.

3 主結果

本章では, 虚部が正定値であるような T ∈ M(n;C)であって detT = 0となるようなものを一つ

固定して考える. そのような T ∈ M(n;C)を用いて定義される n次元複素トーラス T 2n
J=T のミラー

パートナー Ť 2n
J=T の定義を与え, ミラー対 (T 2n

J=T , Ť
2n
J=T )の上でホモロジー的ミラー対称性につい

て考えることが本章の目的である.

まず, 以下の補題が成り立つことに注意する [9].

補題 3.1. 行列 T ∈ M(n;C)に対し, ある行列 δ ∈ M(n;Z)であって det(T − δ) ̸= 0となるよう

なものが存在する.

上記の補題 3.1における δのとり方は一意的ではないことに注意せよ. この δのとり方の非一意

性に関しては後でもう一度述べる.

以下, T 2n
J=T の局所座標を z = x+ Tyと書くことにする. ただし,

z := (z1, · · · , zn)t, x := (x1, · · · , xn)
t, y := (y1, · · · , yn)t

である. 今, 補題 3.1より det(T − δ) ̸= 0となるような δ ∈ M(n;Z)をとることができるので, こ

れを一つとり, 固定する. このような状況下において, 本稿では, n次元複素トーラス

T 2n
J=T



のミラーパートナーとして, 実 2n次元の複素化されたシンプレクティックトーラス

Ť 2n
J=T := T 2n

ω̃=T−δ

をとることを考える. ただし, この対応関係の与え方の詳細を述べるためには“一般化された複素

構造”という概念についてまず説明する必要があり, 本稿では紙数の関係上それについて述べるこ

とはできない 4. このあたりのことについては [9]において詳しく記載する予定である. 以降, Ť 2n
J=T

の局所座標を (x̌ := (x1, · · · , xn)t, y̌ := (y1, · · · , yn)t)と書く.

次に考えるのは, このミラー対 (T 2n
J=T , Ť

2n
J=T )上におけるホモロジー的ミラー対称性についてで

あるが, そのために次のような T ′ を用いて定義される n次元複素トーラス

T 2n
J=T ′

をまず用意する :

T ′ := (−T + δ)−1.

明らかに detT ′ ̸= 0であるから, この T 2n
J=T ′ のミラーパートナー Ť 2n

J=T ′ として T 2n
ω̃=−(T ′−1)t をとる

ことができる :

Ť 2n
J=T ′ := T 2n

ω̃=−(T ′−1)t .

このミラー対 (T 2n
J=T ′ , Ť 2n

J=T ′)の上で, 第 2章において説明した (SYZ構成に基づくやり方で)DG

圏DGT 2n
J=T ′

の対象である正則ベクトル束 E(r,A,µ,U) → T 2n
J=T ′ と深谷圏 Fuk(Ť 2n

J=T ′)の対象である

L(r,A,p(θ,Θ),q(ξ,Ξ)) を, AT ′ が対称行列になるという条件を介して対応させることができる. ここ

で, 二つの n次元複素トーラス T 2n
J=T と T 2n

J=T ′ の関係について簡単に説明しておく. 実は, T 2n
J=T と

T 2n
J=T ′ は互いに双正則同値になっていることが確認できる. したがって, 双正則写像

φ : T 2n
J=T

∼→ T 2n
J=T ′

を考えることができ, この φ による複素ベクトル束 E(r,A,µ,U) → T 2n
J=T ′ の引き戻しとして複素

ベクトル束 φ∗E(r,A,µ,U) → T 2n
J=T を定義することができる. 特に, φ∗E(r,A,µ,U) の (滑らかな切断

s(x1, · · · , xn, y1, · · · , yn)に対する)変換関数, 及び接続はそれぞれ局所的に以下のように書くこと

ができる.

s(x1, · · · , xj + 2π, · · · , xn, y1, · · · , yn) = V ′
j s(x1, · · · , xn, y1, · · · , yn),

s(x1, · · · , xn, y1, · · · , yk + 2π, · · · , yn) = e−
i
r ak(x+δy)U ′

ks(x1, · · · , xn, y1, · · · , yn),

φ∗∇(r,A,µ,U) = d− i

2π

(
−1

r
ytAt +

1

r
µt

)
(dx+ δdy) · Ir.

ここで, V ′
j , U

′
k ∈ U(r), dx := (dx1, · · · , dxn)

t, dy := (dy1, · · · , dyn)tである. また, V ′
j , U

′
k として

はコサイクル条件を満たすもののみを考え, さらに, E(r,A,µ,U)の場合と同様にして, 各 j = 1, · · · , n
に対して ξ′j , θ

′
j ∈ Rをそれぞれ

eiξ
′
j = detV ′

j , eiθj = detU ′
j

で定め,

ξ′ := (ξ′1, · · · , ξ′n)t, θ′ := (θ′1, · · · , θ′n)t ∈ Rn

4実際には, T 2n
J=T ′ のミラーパートナーを ω̃ = −(T ′−1)t (detT ′ ̸= 0), あるいは ω̃ = T ′ を用いて与えることができる

という話も, 一般化された複素構造を用いた枠組みの中で定式化することができる.



とおく. この複素ベクトル束 φ∗E(r,A,µ,U) が正則になるための条件については, 複素ベクトル束

E(r,A,µ,U) → T 2n
J=T ′ が正則になるための必要十分条件を与えた命題 2.1, 及び φの双正則性を考慮

することにより, 次のように述べることができる.

命題 3.2. 複素ベクトル束 φ∗E(r,A,µ,U) → T 2n
J=T が正則ベクトル束になることと n次複素行列AT ′

が対称行列になることは同値である.

さらに, これらの正則ベクトル束 φ∗E(r,A,µ,U) もまた自然に DG圏 DGφ
T 2n
J=T
を成す (これの定義

の仕方についても, [8]の section 2に記載されているものと全く同様である). ここで, δ ∈ M(n;Z)
のとり方の非一意性に関して簡単に説明しておく. δ1, δ2 ∈ M(n;Z)であって det(T − δ1) ̸= 0,

det(T − δ2) ̸= 0を満たすようなものをとったと仮定し,

T ′
1 := (−T + δ1)

−1, T ′
2 := (−T + δ2)

−1

とおく. 特に, 各 δi (i = 1, 2)に応じて双正則写像

φi : T
2n
J=T

∼→ T 2n
J=T ′

i

をとることができる. このとき, DG圏

DGT 2n
J=T ′

1

, DGT 2n
J=T ′

2

, DGφ1

T 2n
J=T

, DGφ2

T 2n
J=T

をそれぞれ考えることができるが, 一般的にDGφ1

T 2n
J=T
とDGφ2

T 2n
J=T
の間にはDG圏としての圏同値が

存在するとは限らない. しかしながら, それらから得られる三角圏に関しては, 次の命題が成り立

つ [9].

命題 3.3. 各 i = 1, 2に対し, DGT 2n
J=T ′

i

がDb(Coh(T 2n
J=T ′

i
))を生成する, すなわち, Tr(DGT 2n

J=T ′
i

) ∼=

Db(Coh(T 2n
J=T ′

i
))が成り立つならば, 三角圏としての圏同値

Tr(DGφ1

T 2n
J=T

) ∼= Tr(DGφ2

T 2n
J=T

)

が存在する.

以下, DG圏 DGφ
T 2n
J=T
の対象として与えられた正則ベクトル束 φ∗E(r,A,µ,U) → T 2n

J=T とミラー

双対になるような深谷圏 Fuk(Ť 2n
J=T )の対象の構成法について述べる. Θ′, Ξ′ ∈ Rn とする. まず,

Ť 2n
J=T 内の n次元部分多様体 L̃(r,A,p(ξ′,Ξ′)) を

L̃(r,A,p(ξ′,Ξ′)) :=

{(
x̌

y̌

)
∈ Ť 2n

J=T | x̌ = −1

r
Ay̌ +

1

r
p(ξ′,Ξ′)

}

で定める. さらに, 自明な複素直線束 L̃(r,A,p(ξ′,Ξ′),q(δtp−θ′,Θ′)) → L̃(r,A,p(ξ′,Ξ′))であって, 平坦接続

d− i

2π

1

r
q(δtp− θ′,Θ′)tdy̌

をもつようなものを考える. ただし, dy̌ := (dy1, · · · , dyn)tである. このとき, L̃(r,A,p(ξ′,Ξ′))が Ť 2n
J=T

内のラグランジュ部分多様体になるための必要十分条件は (ImT )tAが対称行列になることであり,

また, L̃(r,A,p(ξ′,Ξ′),q(δtp−θ′,Θ′)) の平坦性から Ť 2n
J=T 上における B 場の L̃(r,A,p(ξ′,Ξ′)) への制限が消

えるという条件を得ることができ, これはAtRe(T − δ)が対称行列になることと同値である. 特に,

(ImT )tA, AtRe(T − δ)がそれぞれ対称行列になるという条件はAT ′が対称行列になるという条件

と同値であることに注意せよ. したがって, 次の命題を得る.



命題 3.4. ラグランジュ部分多様体 L̃(r,A,p(ξ′,Ξ′))とその上のユニタリ局所系 L̃(r,A,p(ξ′,Ξ′),q(δtp−θ′,Θ′)) →
L̃(r,A,p(ξ′,Ξ′)) の組が深谷圏 Fuk(Ť 2n

J=T ′)の対象になることと n次複素行列 AT ′ が対称行列になる

ことは同値である.

以降, 簡単のため,

L̃(r,A,p(ξ′,Ξ′),q(δtp−θ′,Θ′)) := (L̃(r,A,p(ξ′,Ξ′)), L̃(r,A,p(ξ′,Ξ′),q(δtp−θ′,Θ′)))

と略記する. 第 2章において説明した場合と同様にして,この命題 3.4と先に紹介した命題 3.2を比較

することにより, AT ′が対称行列になるという条件を介してDG圏DGφ
T 2n
J=T
の対象 φ∗E(r,A,µ,U) →

T 2n
J=T と深谷圏 Fuk(Ť 2n

J=T )の対象 L̃(r,A,p(ξ′,Ξ′),q(δtp−θ′,Θ′))が対応しているということが見てとれ

るだろう.

ここまでの議論をまとめると, 結果的に以下の図式のようになる. ただし, 右辺における対応関

係は第 2章において説明した SYZ構成に基づくものであり, 左辺における対応関係は本章におい

て説明した筆者が新たに提案したものである.

φ∗E(r,A,µ,U) −−−−→ E(r,A,µ,U)y y
T 2n
J=T = Cn/2π(Zn ⊕ TZn)

∼−−−−→
φ

T 2n
J=T ′ = Cn/2π(Zn ⊕ T ′Zn)

mirror dual

y ymirror dual

Ť 2n
J=T = (T 2n, ω̃ = dx̌t(T − δ)dy̌) Ť 2n

J=T ′ = (T 2n, ω̃ = dX̌t(−(T ′−1)t)dY̌ ),

φ∗E(r,A,µ,U)
AT ′=(AT ′)t−−−−−−−−→ E(r,A,µ,U)

mirror dual

yAT ′=(AT ′)t AT ′=(AT ′)t
ymirror dual

L̃(r,A,p(ξ′,Ξ′),q(δtp−θ′,Θ′)) L(r,A,p(θ,Θ),q(ξ,Ξ)).

最後に, 正則ベクトル束 φ∗E(r,A,µ,U)の射影的平坦性について述べる. 一般的に, φ∗E(r,A,µ,U)は

射影的平坦束 5の例になっており, また, 複素トーラス上で定義される射影的平坦束に関しては, そ

の保型因子についての分類結果が既に存在する [6], [15], [11]. ここでは, この分類結果を用いて, 正

則ベクトル束 φ∗E(r,A,µ,U) 全体をある種の射影的平坦束から成るクラスとして特徴付ける. まず,

T 2n
J=T の格子を L := 2π(Z⊕ TZ)と書くことにする. この Lが

γ1 := (2π, 0, · · · , 0)t, · · · , γn := (0, · · · , 0, 2π)t,

γ′
1 := (2πt11, · · · , 2πtn1)t, · · · , γ′

n := (2πt1n, · · · , 2πtnn)t

によって生成されることは明らかである. ここで, tij は T の (i, j)成分を表す. 以下, 局所的に

j(γj , z) = U ′(γj)exp

{
1

r
R(z, γj) +

1

2r
R(γj , γj)

}
,

j(γ′
k, z) = U ′(γ′

k)exp

{
1

r
R(z, γ′

k) +
1

2r
R(γ′

k, γ
′
k)

}
,

R : Cn × Cn → C, R(z, w) =
i

2π
zt{(T − T̄ )−1}tAtw̄,

U ′ : L → U(r), U ′(γ + γ′) = U ′(γ)U ′(γ′)exp

{
i

r
ImR(γ′, γ)

}
.

5射影的平坦束の定義等については, 例えば [11] などを参照せよ.



と書かれるような保型因子 j : L × Cn → GL(r;C)によって定義される射影的平坦束 E(r,A,µ,U ′)

を考える (j, k = 1, · · · , n). ただし, µはこの保型因子と両立するような (エルミート)接続の局所

表示において用いられるものであり, また, U ′ は U ′(γj), U
′(γ′

k)全体の成す集合を表す. 特に, 上

記の U ′ : L → U(r)が満たすべき条件式は φ∗E(r,A,µ,U) を定義する際に考えることになるコサイ

クル条件と全く同じ形をしているので, r, A, µを固定すると, E(r,A,µ,U ′) 全体の成す集合の濃度と

φ∗E(r,A,µ,U)全体の成す集合の濃度が等しくなっていると考えられる. このような状況下において,

実際に以下の定理が成り立つ [9].

定理 3.5. φ∗E(r,A,µ,U)
∼= E(r,A,µ,U ′)であり, その同型射Ψ : φ∗E(r,A,µ,U)

∼→ E(r,A,µ,U ′)の局所表示

は以下で与えられる. ただし, A := {(T − T̄ )−1}tAt(δ − T )(T − T̄ )−1 であるとする.

Ψ(z, z̄) = exp

{
i

4πr
ztĀz +

i

4πr
z̄tAz̄ − i

2πr
ztAz̄

+
i

2πr
z̄t{(T − T̄ )−1}t(δ − T )tµ− i

2πr
zt{(T − T̄ )−1}t(δ − T̄ )tµ̄

}
· Ir.

一方, 第 2章において定義した SYZ構成に基づいて定まる正則ベクトル束E(r,A,µ,U)も射影的平

坦束の例であり, それの全体もまた上記の定理 3.5と同様な形である種の射影的平坦束から成るク

ラスとして特徴付けられている ([8], Theorem 3.6). これら二つの結果を比較することにより, 結局,

射影的平坦束 φ∗E(r,A,µ,U) の成すクラスと SYZ構成に基づいて定義される射影的平坦束の成すク

ラスは一般的に異なっているということが確認できる. したがって, 本稿において紹介した結果は,

SYZ構成に基づいて定義される正則ベクトル束のクラスとは異なる正則ベクトル束のクラスを用

いたとしてもホモロジー的ミラー対称性を議論することが可能であるということを示唆している.
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