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1 導入
クラスター代数は Fomin と Zelevinsky[FZ]によって導入され, 様々な分野との関連が研究されて
いる. クラスター変数はクラスター代数の生成元であり, ミューテーションと呼ばれる操作により交
換関係式と呼ばれる関係式を満たしながら変化する.

Musiker と Schiffler は三角形分割から得られる主係数付きクラスター変数が, スネークグラフと
呼ばれる重み付きグラフの完全マッチングを用いて表せることを示した [MS]. そして Çanakçı と
Schiffler は重みをつけないスネークグラフが 1 より大きい有理数と一対一に対応することを示した
[CS]. さらに Lee と Schiffler は 1 より大きい有理数に対応する主係数付きクラスター変数の特殊化
からその有理数に対応する 2橋絡み目のジョーンズ多項式が得られることを示した [LS].

一方, 2 橋結び目のジョーンズ多項式を計算する方法として, 山田修司氏が発見した祖先三角形を
用いる方法がある [Y, KW]. 祖先三角形とは正の有理数によって定まる三角形を張り合わせた図形で
ある. 祖先三角形の各辺に重みを与えて重み付きパスの母関数を考えると, 同じ有理数に対応する 2

橋絡み目のジョーンズ多項式を計算できる.

本研究では, 有理数に対応するクラスター変数を [LS]とは異なる方法で特殊化することで, その有
理数に対応する 2橋絡み目のアレキサンダー多項式が得られることを示した. そのために, まず祖先
三角形から定まるクイバーとミューテーション列から得られるクラスター変数が祖先三角形の重み付
きパスの母関数で表せることを示し, そのクラスター変数を特殊化することで 2橋絡み目のアレキサ
ンダー多項式が得られることを示した. 本講演の内容は, 寺嶋郁二氏との共同研究 [NT]に基づく.

2 祖先三角形
ここでは, [Y] の定義を少し変えて 0 < p/q < 1 となる有理数 p/q に対して祖先三角形を構成す
る. p/q を次のように連分数展開する.

p

q
=

1

a1 +
1

a2 +
1

. . . +
1

an

ただし, a1, a2, . . . , an は正の整数である. この式の右辺を [a1, a2, . . . , an] で表す.



以降, 次のような三角形を右向きあるいは左向きであるという.

左向き 右向き

p/q の連分数展開の一つを [a1, a2, . . . , an] とする. 祖先三角形を次のように下から上へ三角形を
積み上げることで構成する. まず, a1 − 1 個の右向きの三角形を積む. さらに a2 個の左向きの三角
形, a3 個の右向きの三角形, . . . , n が奇数 (偶数)のとき an 個の右向き (左向き)の三角形を積み上
げる. さらに, こうしてできた図形の各頂点に次のように下から分数でラベルをつけていく. まず, 一
番下の三角形の一番下の辺の左側の頂点に 0/1, 右側の頂点に 1/1 でラベルをつける. さらに, 各三
角形で下の辺が r/s と t/u でラベル付けされていれば残りの頂点に (r+ t)/(s+ u) でラベルをつけ
る. このようにしてできた祖先三角形を A(p/q) で表す. また, 1回目に積まれた a1 − 1 個の三角形
たちをまとめて ∆1 と表し, k 回目に積まれた ak 個の三角形たちをまとめて ∆k で表す. また, 下か
ら i 番目の三角形を Ti で表す.

例 2.1. 7/19 と 3/5 に対応する祖先三角形を構成する. 7/19 = [2, 1, 2, 2] より A(7/19) は 1つの
右向きの三角形, 1つの左向きの三角形, 2つの右向きの三角形, 2つの左向きの三角形を積み上げる
と, A(7/19) は図 1の左側のようになる. 一方, 3/5 = [1, 1, 2] より 0個の右向きの三角形, 1つの左
向きの三角形, 2つの右向きの三角形を積み上げて A(3/5) は図 1の右側のようになる.
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図 1 A(7/19) (左)と A(3/5) (右).

祖先三角形について, 次が成り立つ.

命題 2.2. (1) A(p/q) の一番上の頂点は p/q でラベル付けされる.

(2) A((q − p)/q) は A(p/q) を反転させて得られる.

2.1 祖先三角形のパス

祖先三角形 A(p/q) の下降パスとは, 頂点 p/q から頂点 0/1 または 1/1 へ至るパスであり, パス
が通る頂点のラベルの分母が単調減少になっているものをいう. 以降, 下降パスのことを単にパスと



いう.

例 2.3. 図 2 の左側の図の矢印は A(7/19) のパスである. 一方, 右側の図の矢印は 1/2 を通った後
1/3 を通っていて, 分母が単調減少ではないためパスではない.
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図 2 A(7/19) のパスの例 (左) とパスでない例 (右).

祖先三角形 A(p/q) のパス全体の集合を Γp/q とする. γ ∈ Γp/q に対し, γ の左側にある三角形の
集合を Sγ とする.

定義 2.4. p/q = [a1, a2, . . . , an]とし, N = a1+· · ·+an−1とする. また, x1, x2, . . . , xN , y1, y2, . . . , yN

を変数とする. 祖先三角形 A(p/q) の三角形 Ti の重み wt(Ti) を次のように定める.

wt(T1) =

{
y1x2 T1 が右向きの時
y1/x2 T1 が左向きの時

i ≥ 2 の時,

wt(Ti) =


yixi+1/xi−1 Ti が右向きかつ Ti−1 が右向きの時
yixi−1xi+1 Ti が右向きかつ Ti−1 が左向きの時
yi/xi−1xi+1 Ti が左向きかつ Ti−1 が右向きの時
yixi−1/xi+1 Ti が左向きかつ Ti−1 が左向きの時

ただし, xN+1 = 1 とする. さらに, γ ∈ Γp/q の重み wt(γ) を次のように定義する.

wt(γ) =
∏

Ti∈Sγ

wt(Ti)

例 2.5. 図 2の左側のパスを γ としてその重みを求める. 各三角形の重みは以下のようになる.

wt(T1) = y1x2, wt(T2) = y2/x1x3, wt(T3) = y3x2x4,
wt(T4) = y4x5/x3, wt(T5) = y5/x4x6, wt(T6) = y6x5.

Sγ = {T1, T2, T5} であるから,

wt(γ) = wt(T1)wt(T2)wt(T5) =
y1y2y5x2

x1x3x4x6
.



3 クラスター代数
まず, クラスター代数の定義を復習する. 詳しくは [FZ4]を参照.

クラスター代数は係数の属する半体に対して定義される. 半体とは, 和と積の 2 つの演算を持ち,

積についてアーベル群であって和が可換で結合的であり, 分配法則を満たすものである. P を半体と
し, ZP を群環, QP をその商体とする.

N を正の整数とする. x = (X1, X2, . . . , XN ) を QP(x1, x2, . . . , xN ) の N 個組,

y = (u1, u2, . . . , uN ) を P の N 個組, B を N ×N 整数行列で反対称化可能とする. ただし, B が
反対称化可能であるとは, 正の整数 d1, d2, . . . , dN があって, 対角行列 D = diag(d1, d2, . . . , dN ) と
の積 DB が反対称行列となるときをいう. これらの 3つ組 (x,y, B) を種子という.

(x,y, B) を QP の種子とし, x = (X1, X2, . . . , XN ), y = (u1, u2, . . . , uN ), B = (bij)1≤i,j≤N と
する. k ∈ {1, 2, . . . , N} に対し, k でのミューテーション µk は種子 (x,y, B) を µk(x,y, B) =

(x′,y′, B′) に変換する操作で, 次で定義される.

• B′ = (b′ij) は次で定義される.

b′ij =

{
−bij i = k または j = k の時
bij + [−bik]+bkj + bik[bkj ]+ それ以外の時

(1)

• y′ = (u′
1, u

′
2, . . . , u

′
N ) は次で定義される.

u′
j =

{
u−1
k j = k の時

uju
[bkj ]+
k (uk ⊕ 1)−bkj j ̸= k の時.

(2)

• x′ = (X ′
1, X

′
2, . . . , X

′
N ) は交換関係式と呼ばれる次の式で定義される.

X ′
j =


∏

X
[−bik]+
i + uk

∏
X

[bik]+
i

(uk ⊕ 1)Xk
j = k の時

Xj j ̸= k の時
(3)

ただし, [x]+ = max(x, 0) である.

クイバーとは, 単純とは限らない有向グラフのことである. 本稿では, クイバーは頂点と辺の数が有
限で, 以下のような 1-loop や 2-cycle を含まないとする.

1-loop 2-cycle

Q をクイバーとし, その頂点集合を {1, 2, . . . , N} とする. Q に対応する反対称行列 BQ =

(bQij)1≤i,j≤N を bij = Qij −Qji で定義する. ただし, Qij は頂点 i から頂点 j への辺の本数とする.

逆に, 反対称整数行列 B に対して bij > 0 の時頂点 i から 頂点 j へ bij 本の辺を引くと, これは前
の対応の逆になっている. 以降では, この対応によって 3つ組 (x,y, Q) を種子とみなす.

x0 = (x1, x2, . . . , xN ) ∈ QP(x1, x2, . . . , xn)
N , y0 = (y1, y2, . . . , yN ) ∈ PN とし, B0 を反対称

化可能行列とする. このとき種子 (x0,y0, B0) を初期種子と呼ぶ. 初期種子から有限回のミュー



テーションで得られる任意の種子 (x,y, B) の x の各々の要素をクラスター変数という. 初期種子
(x0,y0, B0) から得られる全てのクラスター変数で生成される QP(x1, x2, . . . , xN ) の ZP 部分代数
を係数付きクラスター代数と呼ぶ. 以降では, P をトロピカル半体 Trop(y1, y2, . . . , yN ) とする. ト
ロピカル半体 Trop(y1, y2, . . . , yN ) とは, y1, y2, . . . , yN たちのローラン単項式全体の集合に通常の
積と次で定義される和 ⊕ を入れたものである.

N∏
j=1

y
aj

j ⊕
N∏
j=1

y
bj
j =

N∏
j=1

y
min(aj ,bj)
j

例 3.1. クイバー Q0 を 1 // 2 3oo とし, (xi,yi, Qi) = µi ◦ · · · ◦ µ1(x0,y0, Q0) とする.

この時, 種子 (x0,y0, Q0), (x1,y1, Q1), (x2,y2, Q2), (x3,y3, Q3) は次のようになる.

i xi yi Qi

0 (x1, x2, x3) (y1, y2, y3) 1 // 2 3oo

1

x2 + y1

x1
, x2, x3

  1

y1
, y1y2, y3

 1 2oo 3oo

2

x2 + y1

x1
,
x2 + y1 + y1y2x1x3

x1x2
, x3

 y2,
1

y1y2
, y3

 1 // 2 // 3hh

3

x2 + y1

x1
,
x2 + y1 + y1y2x1x3

x1x2
, X ′

3

 y2y3,
1

y1y2
,
1

y3

 1 662 3oo

ここで,

X ′
3 =

x2
2 + y1x2 + y3x2 + y1y3 + y1y2y3x1x3

x1x2x3
.

3.1 祖先三角形のクラスター変数

p/q を 0 < p/q < 1 となる有理数とし, [a1, a2, . . . , an] をその連分数展開, N =
∑n

i=1 ai − 1 とす
る. 祖先三角形 A(p/q) に対応する初期クイバー Q0 を次のように構成する.

• Q0 の頂点集合は {1, 2, . . . , N}.
• i = 1, 2, . . . , N − 1 について, Ti が右向きであれば頂点 i+ 1 から頂点 i へ辺を引き, 左向き
であれば頂点 i から i+ 1へ辺を引く.

例 3.2. A(7/19) に対応するクイバー Q0 は次のようになる.

1 2oo // 3 4oo 5oo // 6 .

初期種子 (x0,y0, Q0) に µ1, µ2, . . . , µN を順に施して得られた種子 (x,y, B) の x の N 番目の
クラスター変数を Xp/q とすると, 次の式が成り立つ.

定理 3.3.

Xp/q =
D

x1x2 · · ·xN

∑
γ∈Γp/q

wt(γ), (4)



ここで,

D =

N∏
i=1

(wt(Ti) の分母)

注意 1. 祖先三角形は, 頂点を 1つ付け加えてその頂点と 0/1 及び 1/1 を結ぶ辺を追加することで,

(N + 3) 角形の三角形分割と思うことができる. [MS]によりクラスター変数 Xp/q はスネークグラ
フの完全マッチングを用いて表せるが, このスネークグラフは [CS]の対応で q/p に対応する. 彼ら
の連分数展開の表記は本稿と同じであるが, 定義は本稿の逆数となっているので, Xp/q を [LS] の
x[a1, a2, . . . , an] としてとれる.

例 3.4. 祖先三角形 A(3/5) は図 1 の左側に図示されている. 各三角形の重みは wt(T1) = y1/x2,

wt(T2) = y2x1x3, wt(T3) = y3/x2 であるので, D = x2
2 であり, 各パスの重みは以下のようになる.

γ Sγ wt(γ)

3
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0
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よって,

D

x1x2 · · ·xN

∑
γ∈Γp/q

wt(γ) =
x2
2

x1x2x3

(
1 +

y1

x2
+

y3

x2
+

y1y3

x2
2

+
y1y2y3x1x3

x2
2

)

=
x2
2 + y1x2 + y3x2 + y1y3 + y1y2y3x1x3

x1x2x3
.

一方, A(3/5) に対応する初期クイバー Q0 は次のようになる.

Q0 = 1 // 2 3oo

さらに, X3/5 は種子 (x,y, Q) = µ3 ◦µ2 ◦µ1(x0,y0, Q0) の x の 3番目の要素である. よって, X3/5

は例 3.1の X ′
3 と等しいから,

X3/5 = X ′
3 =

x2
2 + y1x2 + y3x2 + y1y3 + y1y2y3x1x3

x1x2x3
.



4 2橋絡み目のアレキサンダー多項式
4.1 2橋絡み目

2橋絡み目は有理数と対応する絡み目で, 有理数の連分数展開を使って次のように構成できる. ま
ず, 整数 m に対し次のような組み紐を考える.

m =



m︷ ︸︸ ︷
· · ·??

??
?

??
??

?
??

??
?

��
��
��

��
��

��
if m > 0

m︷ ︸︸ ︷
· · ·�����
�����

�����

??
??
??

??
??

?? if m < 0

(5)

p/q を 0 < p/q < 1 となる有理数とし, [a1, a2, . . . , an] をその連分数展開とする. p/q に対応する
2橋絡み目K(p/q) は次の図 3のような図式を持つ絡み目のことである.

−a1

a2

−a3

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

−ann が奇数の時

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

−a1

a2

−a3

an

n が偶数の時

図 3 2橋絡み目の図式. 各正方形は (5)のような組み紐を表す.

2 橋絡み目 K(p/q) は q が奇数の時結び目となり, 偶数の時 2 成分絡み目となる. 以降で
は, K(p/q) の向き付けを次のように固定する. −a1 の部分の組み紐の一番左の交点のひもの

向きが q が奇数の時
??����� ??

??
, q が偶数の時

??����� ??
__??

となるようにする. また, 各交点の符号を交点が
??����� ??

__??

のようになっている時 +1 とし, 交点が
__?????��

??��のようになっている時 −1 とする.

例 4.1. 3/5 = [1, 1, 2] に対応する 2橋絡み目 K(3/5) は結び目であり, 図 4のようになる. 各交点
の符号は左から順に −1, −1, +1, +1 である.

簡単にわかるように, 各組み紐の中では交点の符号は等しい. そこで, 組み紐の符号をその交点の符



図 4 K(3/5)

号とする. この符号を祖先三角形から計算する公式のために, ザイフェルトパスというパスを用いる.

ザイフェルトパスとは, 次の 2つの条件を満たすパスである.

1. 1つの三角形の 2辺以上を通らない.

2. 祖先三角形の各頂点の分子と分母に mod 2 をとると, 各頂点は 0/1, 1/1, 1/0 のいずれかであ
る. p と q が奇数の時端点が 1/1 と 1/0 である辺のみを, それ以外の時は端点が 0/1 と 1/0

である辺のみを通る.

このようなパスは唯一つ存在する. ここで, 数列 t1, t2, . . . , tn を次のように定める.

t1 =

{
−1 p と q がどちらも奇数の時
+1 それ以外の時

ti =

{
−ti−1 ∆i と ∆i−1 の間をザイフェルトパスが通る時
ti−1 ∆i と ∆i−1 の間をザイフェルトパスが通らない時

このとき, 次の定理が成り立つ.

定理 4.2. ti は K(p/q) の (−1)iai の部分の組み紐の符号に等しい.

証明の概略. ある i について ai が 3 以上であれば, 向き付けに影響を与えずにその部分の組み紐の交
点を 2つ減らすことができる. さらに, 祖先三角形で ∆i の三角形を 2つ減らしてもザイフェルトパ
スは変化しない. よって, a1, a2, . . . , an は 1または 2であるとしてよい. さらに [a1, a2, . . . , an−1, 1]

から構成される 2 橋絡み目と [a1, a2, . . . , an−1 + 1] から構成される 2 橋絡み目は等しくなるので
an = 2 であるとしてよい. このとき, [a1, a2, . . . , an] と [a1, a2, . . . , an−2] は mod 2 で等しい. そ
こで, n に関する帰納法で証明する. その際に鍵となるのが次の公式である: q が奇数の時,

tn =

{
1 一番上の三角形の左側の頂点が mod 2 で 1/0 の時
−1 一番上の三角形の右側の頂点が mod 2 で 1/0 の時

この公式から an−2 に対応する組み紐の符号がわかるので, K([a1, a2, . . . , an−2]) に 2つ組み紐を挿
入することで [a1, a2, . . . , an] に対応する 2 橋絡み目を作り, この操作によって元の部分の向き付け
を変えないことと挿入した組み紐の符号が tn−1, tn に等しいことを示す.

注意 2. Hatcher と Oertel は祖先三角形のある条件を満たすパスから 2橋絡み目の境界スロープを
計算できることを示した [HO]. このアルゴリズムにおいて, ザイフェルトパスはザイフェルト曲面に
対応するパスである.



L+ L− L0

図 5 スケイン関係式

4.2 アレキサンダー多項式

一般に, 2つの絡み目が等しくないことを示すのは難しい. そこで, 絡み目の不変量と呼ばれる等し
い絡み目に等しい数や多項式などを割りあてる写像を構成し, これを計算することで異なる結び目を
見分けることを考える. アレキサンダー多項式はそのような不変量の一つであり, 1変数の負冪を許
した多項式である. 絡み目 L に対するアレキサンダー多項式を ∆L(t) とする. アレキサンダー多項
式は次のように計算できる. まず, 自明な結び目のアレキサンダー多項式は 1 である. さらに, 図式
においてある交点の近傍以外は全く同じで近傍だけが図 5のように異なる 3つの絡み目 L+, L−, L0

に対して次の関係式 (スケイン関係式) が成り立つ.

∆L+(t)−∆L−(t) = (t1/2 − t−1/2)∆L0(t)

これら 2つの規則により任意の向きをつけられた絡み目のアレキサンダー多項式が計算できる. 2

橋絡み目K(p/q) のアレキサンダー多項式を ∆p/q とする.

p/q = [a1, a2, . . . , an] の祖先三角形 A(p/q) において, ∆k の中で下から i 番目の三角形を T
(k)
i

とする. すなわち, lk =
∑k

i=1 ai とすれば, T
(k)
i は k = 1 のとき Ti であり, k ≥ 2 の時 Tlk−1+i−1

である. 三角形の符号 e(T
(k)
i ) を次のように定める.

• ∆k の一番下の辺をザイフェルトパスが通る時,

e(T
(k)
i ) = (−1)i

• k が奇数の時

e(T
(k)
i ) =

{
+1 ∆k がザイフェルトパスの左側にある時
(−1)i−1 ∆k がザイフェルトパスの右側にある時

• k が偶数の時

e(T
(k)
i ) =

{
+1 ∆k がザイフェルトパスの右側にある時
(−1)i−1 ∆k がザイフェルトパスの左側にある時

三角形 Tiの符号を eiとする. p/qに対応するクラスター変数Xp/q は x1, x2, . . . , xN , y1, y2, . . . , yN

の有理式であった. Xp/q において, x1 = x2 = · · · = xN = 1 とし, yi = −tei (i = 1, 2, . . . , N) とし
て得られる t の負冪を許した多項式を Fp/q とする. 次の定理が主結果である.

定理 4.3.
∆p/q = ϵtdFp/q



ここで,

d = −
1

2

n∑
k=1

d(k)

d(k) =


ak − 1 k が奇数かつ tk = −1 , または k が偶数かつ tk = +1 の時
tk ∆k の一番下の辺をザイフェルトパスが通る時
1 それ以外の時

ϵ = (−1)n+
∑

i:even ai−pq

特に, この結果と [LS] の結果から, クラスター変数 Xp/q は 2 つの異なる結び目不変量の情報を
持っていることになる.
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