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1 はじめに
４次元球面 S 4 を，そこに埋め込まれた 2-knotに沿って Gluck surgeryをすると，４次元ホモトピー球面が
得られることが知られている．Gluck surgeryとは，S 4 に埋め込まれた 2-knot K に対し，K を管状近傍ごと
S 4 から取り去り，恒等写像に isotopicでない微分同相写像によって接着し直す操作のことである．この操作
によって得られた４次元ホモトピー球面 (C MK) が S 4 と微分同相であるかどうかは一般にはわかっていな
い．しかし，2-knotが ribbon（Gluckの定理 [2]）や twist spun（Gordonの定理 [3]）のときに関しては，MK

は S 4 と微分同相であることがわかっている．２つの４次元多様体が微分同相であるかどうかの判定方法とし
て，Kirby calculusがある．４次元多様体の図示法である Kirby diagramが，Kirby calculusと呼ばれる微分同
相を保つ変形を行うことで移り合えば，その２つの４次元多様体は微分同相ということができる．
本稿では一般の m-twist spun 2-knotに関して，その ch-diagramから MK の Kirby diagramを構成し，Kirby

calculusの拡張である relative Kirby calculusによって MK が S 4 と微分同相であることを示す．

2 Kirby calculus

2.1 handle

定義 2.1 （handle）0 ≤ k ≤ n（k, n ∈ Z），X をコンパクト n 次元 C∞-級多様体とする．このとき，n 次元
k-handle（B hk）とは，埋め込み φ : ∂Dk ×Dn−k → ∂X によって X の境界に接着される Dk ×Dn−k のコピーの
ことである．

以下は handleに関する基本的な用語の定義である．
∂Dk × {0}：attaching sphere {0} × ∂Dn−k：belt sphere

∂Dk × Dn−k：attaching region

定義 2.2 （handle分解）X をコンパクト n次元 C∞-級多様体で，∂X がコンパクトな部分多様体 ∂+X と ∂−X

の直和で表されるとする．このとき，X は，[0, 1] × ∂−X に handleをいくつか接着して得られたものと微分同
相である．ただし，{0} × ∂−X は ∂−X に対応しているものとする．これを ∂−X 上の relative handle bodyとい
う．{0} × ∂−X = ∅のときは単に handle bodyという．また，X と微分同相な（relative）handle bodyを求める
ことを (X, ∂−X)の handle分解という．



2.2 Kirby diagram

X がコンパクトで連結な C∞-級の４次元多様体で，∂−X = ∅とする．X の handle bodyは 0-handleをただ
１つだけ持ち，1,2,3,4-handle を適当に ∂h0 に接着することで X の handle body が得られる．∂h0 = ∂D4 を
R3 ∪∞として，R3 内に 1,2,3,4-handleの attaching regionを図示したものを Kirby diagramという．∂+X = ∅
であるとき，1,2-handleの接着の様子がわかれば 3,4-handleの接着の仕方が一意に定まる（Laudenbach-Poenaru

[1]）ことから，3,4-handleの attaching regionは描く必要はなく，いくつあるかだけわかるようにすればよい．
1,2-handleが Kirby diagramでどのように図示されるかを述べる．1-handleの attaching regionは，定義より
∂D1 ×D3 = {±1} ×D3 であるため，２つの ballを図示すればよい．また，２つの ballの代わりに dotted circle

で 1-handleを表すこともできる．
2-handleの attaching regionは，定義より ∂D2 × D2 = S 1 × D2（＝ソリッドトーラス）である．簡単の為，
中心線である S 1 × {0} を描くことでソリッドトーラスを表す．中心線だけでは接着写像の isotopy 類が決定
できないので，framing を一つ決める必要がある．よって，2-handle の attaching region は framing を表す数
（framing coefficient）を付けた knotとして表される．2-handleが複数ある場合，それらの knotは linkになっ
ている場合がある．
以上より，R3 内の 1,2-handleの attaching regionを表す link diagramに，3,4-handleがいくつ付いているか
わかるように描いたものが Kirby diagramとなる．

2.3 Kirby calculus

Kirby calculusとは，handleの slideと cancelによって Kirby diagramを変形していくことである．slideと
cancelは微分同相型を変えない操作であるため，Kirby calculusによって２つの Kirby diagramが移り合う場
合，それらの diagramが表す４次元多様体は微分同相である．

定義 2.3 （slide）h1, h2 を k-handle(0<k<n) で，∂X に接着されているものとする．h2 上の h1 の slideとは，
h1 の attaching sphereを ∂(X ∪ h2)上で滑らせて h2 の belt sphereを通ったのち完全に分離することである．

slideという操作が Kirby diagram上でどのように表されるかを述べる．handle分解の特性上，1-handleを
2-handle に slide することはできない．従って，Kirby calculus においては，1 (or 2) -handle 同士の slide か
2-handleを 1-handleに slideさせるという操作しか扱わない．
２つの handle h1, h2が，framed knot K1, K2で表されているとする．ただし，h1が 1-handleの場合は framing

coefficientが 0の knotとして考える．K2 の framingを表す平行曲線を K′2 とする．このとき，h2 上の h1 の
slideとは，K1 を K1 と K′2 の band和に取り替えることである．

K1 と K2 にあらかじめ向きを定めておく．K2 と K′2 の向きが等しいとき，この動かし方のことを handle

addition，逆向きのときは handle subtructionという．
handleを slideさせると，framingが変化する．K1, K2 の framing coefficientをそれぞれ n1, n2 とし，h1 を

h2 に slideさせると，n1 は以下のように変化する（n2 は変化しない）．
addition ： n1 + n2 + 2lk(K1, K2)

subtruction ： n1 + n2 − 2lk(K1, K2)

定義 2.4 （cancelling pair）0 ≤ k ≤ nとして， hk−1 の belt sphereと hk の attaching sphereが一点で横断的に



交わるとき，hk−1 と hk を cancelling pairという．

cancelling pair hk−1 と hk に対して，X ∪ hk−1 ∪ hk と X が微分同相になることから，diagram内に cancelling

pairがある場合，それらを cancelすることができる．４次元の場合，cancelling pairは h1 と h2，h2 と h3，h3

と h4 の３種類がある．

CP2 や CP2 との connected sumを考えると，CP2 や CP2 の Kirby diagramは ±1-unknotであるので，元
の diagram に ±1-unknot を付け加えればよい．±1-unknot を付け加えたのち，他の handle を slide させる操
作を blow up，もともとある ±1-unknotに他の handleを slideさせたのち ±1-unknotを消去する操作を blow

downという．

2.4 Dehn surgery

定義 2.5 （Dehn surgery）M を向き付けられた３次元多様体，K を M 内の knotとする．K の closedな管状
近傍 νK は S 1 × D2 と微分同相である．このとき，K 上の Dehn surgeryとは，M から int νK を取り去り，微
分同相写像 φ : ∂(S 1 × D2)→ ∂νK によって S 1 × D2 を接着し直す操作のことである．

S 1 ×D2の接着の仕方によって，coefficient p
q ∈ Q∪∞が決まる．coefficientが整数のときを integral surgery，

整数でないときを rational surgeryという．

定理 2.6 任意の向き付けられた３次元閉多様体は，コンパクトで向き付けられた４次元多様体の境界になっ
ている．

系 2.7 任意の向き付けられた連結な３次元閉多様体は S 3 内の link上の integral surgeryとして表すことがで
きる．

surgery diagramにおける coefficientは，Kirby diagramでの framing coefficientと混同を避けるために＜＞
を付けて表すことにする．

2.5 Relative Kirby calculus

2.5.1 Relative Kirby diagram

X をコンパクトで連結な４次元多様体とする．これまでの handle bodyの説明では ∂−X = ∅を仮定してい
たが，ここでは ∂−X , ∅とする．∂−X は R3 上の rational（or integral）surgery diagramとして表される．こ
の diagram 上に 1,2,3,4-handle を Kirby diagram として描いた図を，(X, ∂−X) の relative Kirby diagram と呼
ぶ．relative Kirby diagram上での handleの動かし方には次のような規則がある．

• handleは Kirby diagramで扱ったのと同様の動かし方ができる．
• ∂−X の linkの component同士を slideさせることができる．
• ∂−X の linkを Kirby diagramの handleに slideさせることはできない．

2.5.2 upside down

upside downとは，handle bodyの doubleをとった後，元の handle bodyを取り除くことによって，handle

bodyの上下を反転させる操作である．具体的には以下の手順で行う．ここでは，(X, ∂−X)に 3,4-handleが存



在しない場合のみ考える．コンパクトな多様体の組 (X, ∂−X)の doubleとは，D(X, ∂−X) = (X ∪id∂+X X, ∂−X)

のことである．(X, ∂−X) の double をとると，次のように (X, ∂+X) を誘導する．まず，0-handle がある場
合は 4-handle を誘導する．次に 1-handle は 3-handle を誘導する．また，2-handle は core と cocore が逆転
した 2-handle を誘導する．従って，４次元多様体の double をとると，Kirby diagram 内では 0-handle があ
れば 4-handle を加え，1-handle の個数と同じ数の 3-handle を加え，2-handle の attaching circle に 0-framed

meridian を描き加えればよい．その後，もともとあった (X, ∂−X) を取り除けば，upside down が完了する．
Kirby diagram内では 1-handleを表す dotted circleを ⟨0⟩-framed unknotに変え，もともとあった 2-handleの
framing coefficientに＜＞を付ければよい．

3 Gluck surgeryと Kirby diagram

定義 3.1 （Gluck surgery）M を C∞-級４次元多様体とする．滑らかな写像 f : S 2 × D2 → M で S 2 × D2

を M に埋め込む．Int f (S 2 × D2) を取り去り，恒等写像に isotopic でない微分同相写像 h : ∂(S 2 × D2) →
∂(M − Int f (S 2 × D2))で貼り直すことを f (S 2 × D2)に沿う M の Gluck surgeryという．

M 内の 2-knot K に対し，νK = S 2 × D2 とすると，K に沿う M の Gluck surgeryとは f (S 2 × D2) に沿う
Gluck surgery のことである．K に沿う M の Gluck surgery によって得られる４次元多様体を MK とする．
K のモーションピクチャーにでてくる saddle bandをある時点にまとめた図である ch-diagramという MK の
Kirby diagramは，K のモーションピクチャーに現れる全ての saddle bandを１つの図にまとめたものである
ch-diagramから次の手順で構成することができる．

1. ch-diagramの bandを 0-framed unknotに変える．
2. ch-diagramにもともとあった componentに dotをつける．
3. dotted circleのどれかひとつに 1or -1-framed meridianをつける．
4. （bandの数）-（dotted circleの数）+1だけ 3-handleを加える．
5. 4-handleを１つ加える．

4 Sketch of Kirby calclus for MK

Meierと Zupan[4]が構成した ch-diagramより，m-twist spun 2-knot K に沿って得られる４次元ホモトピー
球面 MK の Kirby diagramを構成する．

MK の Kirby diagram から 0,1,3,4-handle を取り除いて cobordism Wm を作る．0,1-handle を取り除いた跡
は surgery diagramで表すことができる．すると Wm は relative Kirby diagramで表せる．Wm を up side down

をすることで handleの数を増やし，blow downできる形にもっていき，blow downによって m回フルツイス
トを m − 1回フルツイストにする．さらにもう一度 up side downしてうまく handleを slideさせると余分な
handleが外れて cancelできるようになる．すると Wm を２回 up side downしたものを Wm−1 の形に変形でき
る．Wm を２回 up side down したものは Wm に他ならないので Wm と Wm−1 が微分同相であることわかる．
すると帰納的に Wm と W1 が微分同相とわかる． Laudenbach-Poenaru [1] より，cobordism 同士が微分同相
であるならば元の多様体同士も微分同相である．cobordism W1 に 0,1,3,4-handleを戻したものは 1-twist spun

2-knot であるので，m-twist spun 2-knot に沿う Gluck surgery によって得られる４次元多様体は 1-twist spun

2-knotに沿う Gluck surgeryによって得られる４次元多様体と微分同相である．1-twist spun 2-knotは自明な



2-knotであり，自明な 2-knotに沿う Gluck surgeryによって得られる４次元多様体は S 4 と微分同相であるこ
とから m-twist spun 2-knotに沿う Gluck surgeryによって得られる４次元多様体は S 4 と微分同相であること
がわかる．
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