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概要

接触リーマン多様体 (M2n+1, θ; ξ, J, ; g) には (2n + 1, 1) 型 Lorentze 計量が自然に入る

S1−束 Fefferman空間が存在する. Fefferman空間の計量である Fefferman計量は CR共形

変換で共形変換する. そのことからもわかるように接触リーマン多様体の研究で非常に有効的

である. H.Baum はスピン構造が存在するとき、Fefferman空間と似た Fefferman-Baum空

間を導入して、可積分条件を満たす接触リーマン多様体を研究した. さらに長瀬正義は可積分

条件でない場合でも同様の方法が有用であることを示した. 実は、これらと同様のことはスピ

ン c構造を持つときにも成立する. それを最後に説明する。特に接触リーマン多様体はスピン

c構造は常に持つ.

1 導入

接触多様体 (M2n+1, θ; ξ)（ξ は Reeb場）は dθがH := kerθで非退化かつ強擬凸のとき、(1,1)

テンソル J とリーマン計量 g で

J2X = −idTM + θ(X)ξ , g(X,Y ) = dθ(X, JY ) + θ(X)θ(Y )

となるものが存在する. これより接触リーマン多様体 (M.θ; ξ, J ; g)となる. このとき、(H, J, g)は

エルミート束になる. 特に

Hc = H+ ⊕H−, H± := {v ∈ Hc | Jv = ±iv}

となる. エルミート束が存在するときスピン c 束 ScH が存在する. さらに, ∧0,∗
H (M)∗ := {ω ∈

T ∗M c |X⌋ω = 0 (X ∈ H+ ⊕ Cξ)}とすると,

ScH = ∧0,∗
H (M)

となる. ここで

K := ∧n+1,0(M) := {ω ∈ ∧n+1T ∗M c |X⌋ω = 0 (X ∈ H−)}

とすると, エルミート束 (H, J, g)から誘導されるスピン c構造は

Spinc(M) → SO(M)× U(K−1)

と書かれる.

また接触リーマン多様体にはよく知られているように以下の Tanno接続が存在する.



命題 1. 以下を満たす線形接続 ∗∇が一意に存在する。

∗∇θ = 0, ∗∇g = 0, ∗∇XJ = Q(·, X)

T (X+, Y+) = 0, T (X+.Y−) = ig(X+, Y−)ξ, J ◦ τ + τ ◦ J = 0

ここで T (X,Y ) = ∇XY − ∇Y X − [X,Y ], τ(X) := T (ξ,X) であり, X+, X− などはそれぞれ

Γ(H+),Γ(H−)の元である. Qは Tannoテンソルである. この接続 ∗∇を Tanno接続という.

また, Tanno接続の変形として Hermitian Tanno接続が存在する.

命題 2. 以下を満たす線形接続∇TN が一意に存在する。

∇TNθ = 0, ∇TNg = 0, ∇TN
X J = Q(·, X)

T (X+, Y+) = 0, T (X+.Y−) = ig(X+, Y−)ξ, J ◦ τ + τ ◦ J = 0

この接続 ∇TN を Hermitian Tanno接続という.

2 スピン構造をもつ接触リーマン多様体上の Fefferman-Baum空間

スピン構造を持つ接触リーマン多様体にはスピン構造に依存した複素ライン束
√
K（

√
K

2
= K）

が存在し, STM をスピン構造から誘導されたスピン束とすると,

STM = ScH ⊗
√
K

となる. STM 上の∇g から定まる Dirac作用素 DSTM は, (ξA)をユニタリー枠とすると、

DSTM =
∑

ξA ◦ ∇(STM :∇TN )
ξĀ

− 1

4
ξ ◦ dθ◦

となる. ここで, ∇(STM :∇TN )
ξĀ

は∇TN から定まる STM の接続である. また, ScH = ∧0,∗
H (M)より

STM ⊗
√
K

−1
= ∧0,∗

H (M)

となる.
√
K−1 には ∇TN から接続 A(K−1)（= Tr∇TN）が定まり, 上の同型のもと次の命題が

成り立つ.

命題 3.

∇(STM :∇TN ) +
1

2
A(K−1) = ∇TN

一方、 √
F (M) :=

√
K0/R>0

とすると,
√
π :

√
F (M) → M は S1−束になる. この

√
F (M)には以下の自明化が存在する.

√
π
−1

(U) ≃ U × [0, 2π),
√

[θ ∧ θ1 ∧ · · · ∧ θn](p) · eiΘ
√

↔ (p,Θ
√
)



Σ
√
:= (n+ 2)∂/∂Θ

√
とおく.

また, Fefferman 空間と同様にして, 接続になる
√
F (M) 上の１次形式 σ

√
（i(n + 1)σ

√
が

Ehresmann型の接続になる）が存在する. これによって,

T
√
F (M) = V ⊕H

垂直束と水平束に分かれる. σ
√
を用いて, CR 共形変換で共形変換する (2n + 1, 1) 型 Lorentze

計量 h
√
が存在する. この組 (

√
F (M), h

√
) を Fefferman-Baum 空間という. (e1, · · · , e2n, ξ) を

TM の正規直交枠とすると,

(
√
π
∗
He1, · · · ,

√
π
∗
He2n,

N +Σ
√

2
√
2

;
N − Σ

√

2
√
2

)

が (
√
F (M), h

√
)の正規直交枠になる.

さらに, (M, g)のスピン構造から (
√
F (M), h

√
)にはスピン構造が入る. これを S√F とかくと,

S√F =
√
π
∗STM ⊕

√
π
∗STM

となる. この同型のもと, 以下の定理が成り立つ.

定理 1. (ξA)を TM のユニタリー枠とし、
√
π
∗
ξA を水平束への持ち上げとする. 局所的に以下が

成り立つ.

DS√F =
∑
C ̸=0

√
π
∗
HξC ◦ (

√
π
∗∇(STM :∇TN )

ξC
,
√
π
∗∇(STM :∇TN )

ξC
)

+
N

2
√
2
◦ (Σ

√

√
2
· − 1√

2

√
π
∗
dθ◦) + Σ

√

2
√
2
◦ ( 1√

2

√
π
∗∇(STM :∇TN )

ξ ,
1√
2

√
π
∗∇(STM :∇TN )

ξ )

− Σ
√

2
√
2
◦ 1

4
√
2

√
π
∗ ∑
A,B ̸=0

F(σ)(ξB̄ , ξĀ)ξB ◦ ξA◦

3 スピン c構造を持つ接触リーマン多様体

スピン構造と異なり, 一般には
√
K は存在しない. そのため,

√
F (M)が構成できないことに注

意されたい. そこで, スピン c構造に依存する同様のものを構成する. スピン c構造を

Spinc(M) → SO(M)× U(L)

とすると, 標準的スピン c束に依存する

L =
√
L⊗

√
K

となる複素ライン束が存在する（
√
L,

√
K は局所的には存在する）. Lの接続を A(L)とすると,

ScTM 上の Dirac作用素は

DScTM =
∑

ξA ◦ (∇(ScTM :∇TN )
ξĀ

+
1

2
A(L)(ξĀ))−

1

4
ξ ◦ dθ◦



また, ScTM = ScH ⊗ Lとなり, ScTM ⊗ L−1 = ∧0,∗
H (M)より

∇(ScTM ;∇TN ) +
1

2
(A(K−1) +A(L−1)) = ∇TN

また,
√

F (M)に対応する
F (L) = L0/R>0

が構成され,
√
π : F (L) → M は S1−束になる. するとスピン構造の場合と同様にして以下の事柄

が成り立つ.

接続を構成する σ
√
が存在し, これより (2n+ 1, 1)型 Lorentze計量 h

√
が存在する. (M, g)の

スピン c構造から (F (L), h
√
)のスピン c構造が定まり, そのスピン c束を Sc√

F
と書と,

Sc√
F
=

√
π
∗ScTM ⊕

√
π
∗ScTM

となり, 以下が成り立つ.

定理 2.

DSc√
F =

∑
C ̸=0

√
π
∗
HξC ◦ (

√
π
∗∇(STM :∇TN ,A(L))

ξC
,
√
π
∗∇(STM :∇TN ,A(L))

ξC
)

+
N

2
√
2
◦ (Σ

√

√
2
· − 1√

2

√
π
∗
dθ◦) + Σ

√

2
√
2
◦ ( 1√

2

√
π
∗∇(STM :∇TN ,A(L))

ξ ,
1√
2

√
π
∗∇(STM :∇TN ,A(L))

ξ )

− Σ
√

2
√
2
◦ 1

4
√
2

√
π
∗ ∑
A,B ̸=0

F(σ)(ξB̄, ξĀ)ξB ◦ ξA◦
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