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概要

閉スピン多様体上の Dirac作用素の熱核を漸近展開したときの項の係数は一般にリーマン曲率

を含む複雑な式になり, 特に高次の項の係数を計算するのは非常に困難である. そこで Getzler

氏により発案されたスケール変換を用いて高次の項の係数を初等的な微積分の知識のみでできる

計算方法を考案した. 本発表ではその計算方法といくつか計算した結果を述べる.

1 Introduction

スピン多様体 (Mm, g, ρ : Spin(T ∗M , g) → SO(T ∗M , g))上には, スピノール束 ̸S

̸S def.
= Spin(T ∗M , g)×Spin(m) Sm , (S2n = S2n+1 = Cn)

と 1階の楕円型微分作用素である Dirac作用素 D̸ : Γ ( ̸S ) → Γ (̸S )

D̸ =
∑

ej ◦ ∇ ̸S
ej

def.
=

∑
ej ◦

{
ej +

1

4

∑
ω(∇g)kℓ (ej) e

ℓ ◦ ek ◦
}

が得られる. ここで ◦は Clifford action, e• = (e1, · · · , em)は TM の (local) orthonormal frame,

e• = (e1, · · · , em)は e•の dual frameである. Dirac作用素については次の指数定理が有名である.

Theorem 1.1 (Atiyah-Singer [2])

偶数次元の閉スピン多様体上の Dirac作用素について次が成り立つ.

ind(̸D+) =
1

(2π
√
−1)m/2

∫
M

Â(M )

ind(̸D+)とは Dirac作用素をフレドホルム作用素と見たときの解析的指数

ind(̸D+) = dimKer D̸+ − dimCoKer D̸+

であり, Â(M )
def.
= det1/2

(
R(P)/2

sinh(R(P)/2)

)
は Â-genus と呼ばれる topologicalな量である.

指数定理には様々な証明方法が知られているが, 次の熱方程式の初期値問題(
∂

∂t
+ D̸2

)
ϕ = 0, lim

t ↓ 0
∥ϕ(t, ·)− ϕ0∥L2 → 0 (ϕ0 ∈ Γ(̸S))
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を用いる証明方法がある. この熱方程式は uniqueな解及び熱核 e−t ̸D2

(P, P ′)を持つ. そして, 熱核は

各点 P0 ∈ M の周りで漸近展開 :

e−t ̸D2

(P 0, P 0) ∼
t ↓ 0

(4πt)−m/2
∞∑
l=0

tlKl(P
0), Kl(P

0) ∈ Cl(T ∗
P0M ) (1)

= (4πt)−m/2
∞∑
l=0

m∑
p=0

tlKl,[p](P
0)

def.
= (4πt)−m/2

∞∑
l=0

m∑
p=0

∑
|α|=p

tleα1 ◦ · · · ◦ eα|α| ·Kl,α(P
0)

を持つ. この係数たちKl(P
0)はリーマン曲率を含む複雑な式になり, 実際に計算をすることは非常に

困難であるが, 指数定理では (1)式において, l = m/2のときの係数 Km/2(P
0)を計算することで証

明される. この計算が指数定理の証明では 1番の難所であり, 一般に係数たち Kl(P
0)を計算する実

用的な方法はない. そこで一般に係数たち Kl(P
0)を計算できるよう, 初等的な微積分の知識のみで

計算できる手法を考案した. この手法を適用することで具体的に次のような計算結果を得た.

K0(P
0) = 1,

K1(P
0) = −

∑
Rjiji

12
= −s(∇g)(P 0)

12
,

K2(P
0) = det1/2

( R/2

sinh(R/2)

)
[4]

− 5
∑

Rjijikk

24
−

∑
Rjijkik

3

+

(∑
Rjiji

)2
432

+

∑
RjkikRjk′ik′

12
+

2
∑

Rjkik′
(
Rjkik′ +Rjk′ik)

27
.

ここで

Rj1j2j3j4j5···jℓ
def.
=

∂ℓ−4g(F (∇g)(∂/∂xj3 , ∂/∂xj4)∂/∂xj2 , ∂/∂xj1)

∂xj5 · · · ∂xjℓ

(P 0)

であり, s(∇g)(P 0)はスカラー曲率である.

2 Geztler’s rescaling transformation

指数定理の証明では Km/2(P
0) の計算が 1 番の難所であるが, この難所を Getzler 氏はスケール

変換を用いて洗練された計算方法を与えた. ([4], [5])

Definiton 2.1 (Geztler’s rescaling transformation)

P 0を中心とする局所座標 (U, x)を取り, ε > 0とする.

ω(t, x) =
∑

eI · ωI(t, x) ∈ C∞(R+×(U, x),Cl(T ∗
P 0M))に対して

(Tεω)(t, x)
def.
=

i1<···<i|I|∑
I=(i1,··· ,i|I|)

eI · ε−|I|/2 · ωI(εt, ε
1/2x)

=

i1<···<i|I|∑
I=(i1,··· ,i|I|)

ei1 ◦ · · · ei|I| · ε−|I|/2 · ωI(εt, ε
1/2x)



とする. そして任意の作用素
A : C∞(R+×(U, x),Cl(T ∗

P 0M)) → C∞(R+×(U, x),Cl(T ∗
P 0M))

に対し
Gε(A)

def.
= Tε ◦A ◦ T−1

ε

= Tε ◦A ◦ Tε−1

とする. Gεを Geztler′s rescaling transformationという.

Remark 2.2 具体的例をいくつか挙げる.

Gε(f×) = f(ε1/2x)×, Gε

( ∂

∂xj

)
= ε−1/2 ∂

∂xj
, Gε

( ∂

∂t

)
= ε−2/2 ∂

∂t
.

Getzler氏はこの変換を熱方程式に応用し, 指数定理の証明を与えた.( ∂

∂t
+D̸2

)
e−t̸D2

(x) = 0

⇓ ε > 0, Geztler′s rescaling transformation( ∂

∂t
+ D(ε)

)
e−tD(ε)(x) = 0

ここで

e−t ̸D2

(x)
def.
= e−t ̸D2

(x)

D(ε)
def.
= ε2/2Gε(D̸

2) =

∞∑
i=0

εi/2Di/2

e−tD(ε)(x)
def.
= εm/2(Tε(e

−t̸D2

(x))) = εm/2e−εt ̸D2

(ε1/2x)

である.

Theorem 2.3 (Getzler[5]) [0, 1]×(U, x)上 uniformalに次の漸近展開を得る.

e−tD(ε)(x) ∼
ε1/2↓ 0

qt(x)

∞∑
i=0

εi/2γi/2(t, x)

(
qt(x)

def.
=

1

(4πt)m/2
e−

|x|2
4t

)

= qt(x)

∞∑
i=0

m∑
p=0

εi/2γi/2,[p](t, x)

def.
= qt(x)

∞∑
i=0

α=(α1,··· ,α|α|)∑
|α|=p

εi/2eα1 ◦ · · · ◦ eα|α| · γi/2,α(t, x)

そして次を満たす
γ0/2(0, 0) = 1, γi/2(0, 0) = 0 (i > 0)

qt(x)γ0/2(t, x) =
1

(4πt)m/2
det1/2

(
tR(P 0)/2

sinh(tR(P 0)/2)

)
· exp

(
− 1

4t

⟨
x
∣∣∣ tR(P 0)

2
coth(

tR(P 0)

2
)
∣∣∣x⟩)



そして, 熱核の漸近展開の係数たちを計算するにあたって重要となるのが次の主張である.

Theorem 2.4 (Getzler)

Kl,[p](0) =

{
0 (l < p/2)
γl−p/2,[p](1, 0) (l ≧ p/2)

つまり, γl,[p](1, 0)たちを調べればKl,[p](0)たちがわかるのである. そこでγl,[p](1, 0)たちの計算方法

を考える.

3 MainTheorem

まず, γl,[p](1, 0)たちを調べるにあたって重要となるのが次の主張である.

Lemma 3.1 (N. S.)
(
∂

∂t
+ D(ε)

)
qt(x)

∞∑
i=0

εi/2Ψi/2(t, x) = 0 (形式和)

Ψ0/2,0/0(0, 0) = 1, Ψi/2,0/0(0, 0) = 0 (i > 0)

⇐⇒



(
∂

∂t
+ D0/2

)
qt(x)

∞∑
l=0

tl/2Ψ0/2,l/2 = 0, Ψ0/2,0/2(0) = 1(
∂

∂t
+ D0/2

)
(qtΨi/2) +

i2<i∑
i1+i2=i

Di1(qtΨi2) = 0, Ψi/2,0/2(0) = 0 (i > 0)

(2)

を満たす列 {Ψi/2(t , x ) ∈ C∞(R× (U , x ),Cl(T ∗
P0M ))}∞i=0は uniqueに存在する.

よって Lemma3.0.1の (2)の微分方程式を満たすようなものを見つければよい.

Theorem 3.2 (N. S.)

qt(x− y)Ψ0/2(t, x, y)
def.
= qt(x− y)γ0/2(t, x− y)

qt(x− y)Ψi/2(t, x, y)
def.
= −

(
qtΨ0/2#

i2<i∑
i1+i2=i

Di1/2(qtΨi2)
)
(t, x, y)

=

i1,··· ,ik>0∑
∑

il=i

(−1)k
(
qtγ0/2#Di1/2(qtγ0/2)# · · ·#Dik/2(qtγ0/2)

)
(t, x, y) (i > 0)

で定義されるΨi/2(t, x, y)は, Lemma3.0.1の微分方程式 (2)の uniqueな解であり,

γi/2(t, x) = Ψi/2(t, x, 0)

を満たす. ここで, # は convolutionを表す. さらに,

iが奇数⇒ γi/2(t, x)は xに関して奇関数

iが偶数⇒ γi/2(t, x)は xに関して偶関数

である. 特に, iが奇数⇒ γi/2(1, 0) = 0が言える.
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