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概要

例外型 Lie群 G2 作用によるグラスマン多様体 G̃r3(ImO)における等質超曲面の主曲率を

求める. ここで, G̃r3(ImO) は八元数の虚部 ImO の向きづけられた 3 次元部分空間全体の

なすグラスマン多様体を表す. その応用として, austere 部分多様体となる軌道が唯一存在

することと, proper 二重調和性をもつ軌道がちょうど 2 つ現れることを示す. さらに, その

austere軌道が弱鏡映部分多様体であることの証明を与える.

1 はじめに

等質超曲面は余等質性 1作用の軌道として得られる. A. Kollross は既約コンパクト Riemann

対称空間上の余等質性 1 作用を分類した ([5]). その分類により, 余等質性 1 作用の多くは

Hermann 作用となることが知られている. そして, それらの作用による等質超曲面の主曲率は,

多くの研究者たちによって既に求められている. グラスマン多様体 G̃r3(ImO) への G2-作用は

Hermann 作用ではない例外型余等質性 1の作用である. そこで我々は, Lie環 g2 の不変部分空間

分解に着目することで, G2-作用による G̃r3(ImO)における等質超曲面の主曲率を計算する.

2 準備

H = {x1 + yi+ zj + wk | x, y, z, w ∈ R} ∼= R4 (i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k) を四元数

体, ImHを純虚四元数全体の集合とする. 単位四元数の集合を Sp(1) ⊂ Hで表す. 八元数からな

るノルム代数 Oは, ある単位八元数 εに対し,O = H⊕Hεで与えられる. ここで, 八元数 O上の
積は, (a+ bε)(c+ dε) = (ac− d̄b) + (da+ bc̄)ε で与えられる. 八元数 Oの純虚八元数全体の集
合を ImO = ImH⊕Hεで表す. ImO上の交代 3次形式 φを

φ(x, y, z) = ⟨x, yz⟩

で定める. ここで, ⟨, ⟩ は八元数上の内積である. 交代 3 次形式 φ は ImO 上の associative

calibration と呼ばれる ([2] p.113 Definition 1.5). Lie群 G2 は,

G2 = Aut(O) = {g ∈ GL8(R) | 任意の元 x, y ∈ Oに対して, g(xy) = g(x)g(y)}

で定められる. Lie群 G2 は 14次元で単純であることが知られている ([2]). 任意の元 g ∈ G2 は

部分空間 R · 1 ⊂ O を固定し, ImO を不変に保つ. G2 は SO(ImO) = SO(7) の部分群である

こと, そして G2 = {g ∈ O(7)| g∗φ = φ} となることが知られている ([2]). Sp(1) × Sp(1) の

O = H⊕Hεへの作用は, (q1, q2) ∈ Sp(1)× Sp(1), a+ bε ∈ O = H⊕Hεに対して,

ρ(q1, q2)(a+ bε) = q1aq
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1 + (q2bq

−1
1 )ε



で与えられる. ρ(q1, q2)はG2 の元になることが分かる．ρは Sp(1)×Sp(1)/Z2
∼= SO(4)の作用

である.

八元数の虚部 ImOの向き付けられた 3次元部分空間全体のなすグラスマン多様体を G̃r3(ImO)

で表す. G̃r3(ImO)は Riemann対称空間 SO(7)/SO(3) × SO(4)である. ここで, SO(7)の Lie

環 so(7) 上の Killing 形式により, Riemann 計量を導入する. associative calibration φ の値は,

ζ ∈ G̃r3(ImO) の正規直交基底の選び方によらないため, φ は G̃r3(ImO) 上の関数とみなすこと

ができる. さらに, 任意の ζ ∈ G̃r3(ImO) に対して, |φ(ζ)| ≤ 1 が成立する ([2] p.113 Theorem

1.4). そこで, −1 ≤ Φ ≤ 1に対して, G̃r3(ImO)の等位集合M(Φ)を次で定める:

M(Φ) = {ζ ∈ G̃r3(ImO) | φ(ζ) = Φ}.

八元数 O の任意の四元数部分代数の純虚数 3 次元部分空間で, 四元数代数から定まる向きを

備えたものを associative 部分空間という. associative 部分空間全体の集合を associative グラ

スマン多様体といい, G̃rass(ImO) で表す. 基点として o = ImH をとる. G2 は G̃rass(ImO) に

推移的に作用し, o における等方部分群は ρ(Sp(1) × Sp(1)) である. それゆえ, G̃rass(ImO) は

8次元の Riemann対称空間 G2/SO(4)と同一視されることが知られている ([2] p.114 Theorem

1.8). Lie群 G2 は各M(Φ) (−1 ≤ Φ ≤ 1)に推移的に作用する. M(1)は G̃rass(ImO)と一致す

る. M(−1)の部分空間の向きを逆向きにすれば, M(−1)はM(1) = G̃rass(ImO)に等長である.

M(1)とM(−1)は全測地的特異軌道であり, −1 < Φ < 1に対し, M(Φ)は余次元 1の主軌道で

G2/SO(3)に微分同型となる. 特に, associative calibration φ は等径関数である.

3 主結果

等質超曲面M(Φ) (−1 < Φ < 1)は, 全測地的特異軌道M(1)の周りの管状超曲面と一致すると

いう性質を用いて主曲率を計算する. 法ベクトル場− gradφ
||gradφ|| に関して, G2作用による G̃r3(ImO)

内の等質超曲面M(Φ) (−1 < Φ < 1)の主曲率は以下で与えらえる.

定理 1 等質超曲面M(Φ) (−1 < Φ < 1)の主曲率は,

µ1(Φ) = 0,

µ2(Φ) =
1

2
√
30(1− Φ2)

(−3Φ +
√
8 + Φ2),

µ3(Φ) =
1

2
√
30(1− Φ2)

(−3Φ−
√
8 + Φ2)

である.ここで, 重複度はそれぞれ ν1 = 5, ν2 = 3, ν3 = 3 である.

4 応用

F. R. Harvey と H. B. Lawson ([2]) は austere 部分多様体という概念を導入した. N を

Riemann多様体, M を N の部分多様体とする. M の各点の法ベクトル uに対して, M の型作用

素 Au の固有値全体のなす集合が −1倍に関して不変であり, −1倍で対応する固有値の重複度が

等しいとき, M を austere 部分多様体という. 定理 1を用いて, 次の系を得る.



系 1 主軌道M(0)は G̃r3(ImO)の austere 部分多様体である.

1983 年, J. Eells と L. Lemaire が Riemann 多様体間の写像に対して二重調和性という概念

を導入した ([1]). (M, g)と (N, g̃)を Riemann多様体とし, ϕ : M → N を滑らかな写像とする.

τ(ϕ)を ϕのテンション場としたとき, M のコンパクト領域 Ω上の bienergy汎関数は次で定義さ

れる.

E2(ϕ; Ω) =

∫
Ω

1

2
|τ(ϕ)|2dvg,

ここで, dvg はM の体積要素である. 任意のコンパクト領域 Ω ⊂ M に対して, ϕが E2(ϕ; Ω)の臨

界点となっているとき, ϕを二重調和写像という. 調和写像ではない二重調和写像を proper二重

調和写像という. N = G/K を Killing形式から定まる計量を備えたコンパクト半単純 Riemann

対称空間とする. このとき, 平均曲率一定の超曲面 ϕ : M → G/K が proper二重調和性をもつこ

との必要十分条件は, M の型作用素 Aが

|A|2 =
1

2

を満たすことである ([4] Theorem 3). この事実と定理 1を用いて, 次の系を得る.

系 2 主軌道 M(± 1√
10
) は G2 作用による G̃r3(ImO) の 唯一の proper 二重調和等質超曲面で

ある.

5 弱鏡映部分多様体

主軌道M(0)は austere性より強い性質をもつ. O. Ikawa, T. Sakai と H. Tasaki は弱鏡映部

分多様体という概念を導入した ([3]). N を Riemann多様体, M を N の部分多様体とする. 各点

p ∈ M における法ベクトル ξ ∈ T⊥
p M に対して次の条件を満たす N の等長変換 σξ が存在すると

き, M を弱鏡映部分多様体という.

σξ(p) = p, (dσξ)pξ = −ξ, σξ(M) = M.

命題 1 主軌道M(0)は G̃r3(ImO)の弱鏡映部分多様体である.
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