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1 問題と背景

Gを SL(n,C)の有限部分群とすると，その商 Cn/Gは特異点を持つ．このとき Cn/G

はいつクレパント特異点解消を持つか，という問題について考える．
クレパント特異点解消とは特異点解消のうち次の”良い”性質を持ったものである．

定義 1.1. X を特異点を持つ正規な代数多様体としたとき射 f : Y → X が特異点解消
であり標準因子 KX がカルティエ因子になっていると仮定する．このとき，特異点解消
f : Y → X に対してKY = f∗KX +

∑n
i=1 aiDiが成り立つ．ここで aiはディスクレパン

シーと呼ばれる有理数であり，Diは例外因子である．このとき全ての iにおいて ai = 0

が成り立つとき f をクレパント特異点解消という．

さてCn/Gはいつクレパント特異点解消を持つかという問題に関して，nが 2と 3の場
合については解決されている．特に n = 2のとき SL(2,C)の任意の小型の有限アーベル
部分群による商 C2/Gは超曲面になり，ADE特異点やクライン特異点と呼ばれる孤立特
異点を持つ．これらの曲面は代数幾何学の分野ではよく知られた研究対象であり，極小特
異点解消を持つことが知られている．このとき極小特異点解消がクレパント特異点解消と
一致する．また，極小特異点解消は同型を除いて一意に定まる．
次にその高次元版としてn = 3のとき，C3/Gはクレパント特異点解消を持つことがRoan，
Markushevich，伊藤によって証明された ([Ito])．このとき一般にC3/Gはクレパント特異
点解消を複数持つ場合がある．
しかし n ≥ 4のとき，Cn/Gは一般にクレパント特異点解消を持つとは限らない．またい
つクレパント特異点解消を持つかという判定法も見つかっておらず，クレパント特異点解
消の構成の具体例は少ししか知られていない．
本稿では SL(4,C)の有限アーベル部分群に対して C4/Gがクレパント特異点解消を持つ
例を紹介する．

主結果 1. (S)

G ⊂ SL(4,C)が 2つの SL(2,C)の巡回群Cm, Cn(位数はそれぞれm,nとする) で生成さ

れる場合について考える．つまり，G =<

(
Cm 0

0 Cn

)
>という場合を考える．このとき，

mと nが互いに素ならばC4/Gはクレパント特異点解消を持つ．そうでないとき，C4/G

はクレパント特異点解消を持たない．

次にG-ヒルベルトスキーム HilbG(C4)と C4/Gのクレパント特異点解消の関係につい
てこれまでに知られている結果を紹介する．HilbG(Cn)は SL(2,C)の有限部分群のマッカ



イ対応を説明するために伊藤-中村 [IN]によって導入されたものであり，G-ヒルベルトス
キームの定義は以下で与えられる．

定義 1.2. GL(n,C)の有限部分群Gに対して，G-ヒルベルトスキームHilbG(Cn)を以下
のように定義する．

HilbG(Cn) := {I ⊂ C[x1, . . . , xn] | I : G−不変イデアル, dim(OCn/I) = |G|}

HilbG(Cn)とクレパント特異点解消の関係については以下の事実が知られている．
n = 2のとき，GL(2,C)の任意の小型の有限部分群Gに対して HilbG(C2)は C2/Gの極
小特異点解消である（したがって SL(2,C)においてクレパント特異点解消である）．さ
らにG ⊂ SL(3,C)のとき，HilbG(C3)が C3/Gのクレパント特異点解消の一つを与える
ことがGが可換な場合は中村 [Nakamura]に，一般の場合は Bridgeland-King-Reid[BKR]

によって証明された．
しかし，高次元の場合は同様の結果は得られず，HilbG(Cn)はクレパント特異点解消にな
るとは限らない．実際Gが SL(4,C)の有限部分群のときにはHilbG(C4)がクレパント特
異点解消にならない例がよく知られている (例 G = 1

2(1, 1, 1, 1)）．また，Craw[Craw]に
よってHilbG(C4)がC4/Gのある特定のクレパント特異点解消をブローアップして得られ
るものになる例が与えられた．これまで知られているHilbG(Cn)とCn/Gの関係をまとめ
ると以下のようになる．

SL(n,C) 　GL(n,C)
n=2 極小特異点解消

（伊藤-中村）　　　　 (木藤，石井)　　

n=3 クレパント特異点解消 一般に特異点解消とは限らない
(中村, Bridgeland-King-Reid) 例:G = 1

4(1, 2, 3)

n=4 一般にクレパント特異点解消とは限らない
terminalになる例 :G = 1

2(1, 1, 1, 1) 分かっていない
クレパント特異点解消の blow-upになる例
G =< 1

2(1, 0, 0, 1),
1
2(0, 1, 0, 1),

1
2(0, 0, 1, 1) >

表１：HilbG(Cn)と Cn/Gのこれまでに知られている関係

本稿では次の 4次元のHilbG(C4)が特異点を持つ例を紹介する．

主結果 2. (S)

mを正の整数とする．このとき群G = (C2m, C2)に対して，C4/Gはクレパント特異点解
消を持たず，またm ≥ 2のときHilbG(C4)は特異点を持つ．

2 トーリック多様体の準備

この章では錐，アフィントーリック多様体，扇,トーリック多様体の順に定義と特異点
解消に関わる性質を説明する．性質については [Fulton]や [小田]から引用した．トーリッ



ク多様体の性質として重要な性質は，トーリック多様体の圏と扇の圏が同値であることで
ある．この性質によってトーリック多様体の様々な性質を扇の言葉を用いて表すことがで
きる．トーリック多様体のメリットは特異点解消を対応する扇の細分によって考えること
ができることである．
まず初めにCn/Gをトーリック多様体として構成しよう．Gを位数 rのGL(n,C)の有限アー
ベル部分群とする．このとき，Gの元は対角行列として表すことができるので g ∈ Gに対し
てある整数 0 ≤ ai ≤ r(i = 1, . . . , n)が存在して g = diag(εa1 , . . . , εan)と書ける．ただし ε

は１の原始 r乗根とする．また，このとき gを g = 1
r (a1, . . . , an)と書き，gで生成される巡

回群GをG = 1
r (a1, . . . , an)と表す．また g ∈ Gに対して ϕを ϕ(g) = 1

r (a1, . . . , an) ∈ Rn

とする．ϕ(G)の元を ḡと書くことにする．

• N := Zn +
∑

ḡ∈ϕ(G) Zḡ: 階数 nの自由 Z-加群,

• M := HomZ(N,Z):N の双対 Z-加群,

• σ:NRの第一象限,

と定義する．ここでG ∼= N/N であることに注意しておく．

有理強凸多面錐 σに対して Sσ = M ∩ σ∨と定義する．このとき Sσは有限生成の加法半
群である ([小田, Proposition 1．1]を参照)．この Sσ に対して群環 C[Sσ]を次のように定
義する．各 u ∈ Sσ に対しXuを対応させ，{Xu | u ∈ Sσ}を Cベクトル空間としての基
底とする．また C[Sσ]の積は Sσ での和と定義する．

定義 2.1. アフィントーリック多様体
有理強凸多面錐 σ に対して，対応するアフィントーリック多様体を Uσ = SpecC[Sσ]で
表す．

別の言い方をすれば，C[Sσ]を座標環とするアフィン代数多様体をアフィントーリック
多様体という．

命題 2.2. ([Fulton], §2.2を参照)

上記の設定で，アフィントーリック多様体 Uσ は Cn/Gに同型である．

扇（錐）が非特異であることは，対応するトーリック多様体（アフィントーリック多様
体）が非特異であることと同値である．また，扇の細分はトーリック多様体のブローアッ
プに対応する．次にクレパント特異点解消を扇の言葉で定義する．

定義 2.3. ageの定義
群Gの元 g = 1

r (a1, . . . , an)に対して age(g) = 1
r

∑n
i=1 aiと定義する．

N の格子点に対しても同様に ageを定めることができる．つまり v = (b1, . . . , bn) ∈ N

に対して age(v) =
∑n

i=1 biである．当然ながら標準基底 eiの ageは 1である．また，G

が SL(n,C)の有限アーベル部分群ならば age(g)は必ず整数になる．



図 1: (n = 2のときの ageが 1の格子点）
図 2: (n = 3の場合）

定義 2.4. トーリック多様体のクレパント特異点解消
前述の方法で定義した σを ageが 1となる格子点のみを用いて扇∆に細分する．もし∆

に対応するトーリック多様体 Y が非特異であるならば，Y は Cn/Gのクレパント特異点
解消である．

図 1および図 2に示すように ageが 1の格子点は単体上にある．つまり n = 2ならば
ageが 1の格子点は同一線分上に在り，n = 3ならば三角形上に在る．したがって本論文
で主に扱う C4/Gの場合では ageが 1の格子点は正四面体上にある．つまり，C4/Gのク
レパント特異点解消を考えるにあたっては正四面体の分割を考え，それによって得られた
各錐が非特異であることを確かめればよい．

例 2.5. n = 2のとき商特異点のクレパント特異点解消の具体例を説明する．図 3に示さ
れているものがG = 1

5(1, 4)の場合の C2/Gに対応する錐であり，これらを図 4のような
扇に細分することによってC2/Gのクレパント特異点解消を与えることができる．この細
分は図 4に示されているように ageが 1の格子点を用いた細分であり各錐が非特異である
こともわかる．

3 主結果

この章では G ⊂ SL(4,C)が 2つの SL(2,C)の巡回群 Cm, Cn(位数はそれぞれm,nと

する) で生成される場合について考える．つまり，G =<

(
Cm 0

0 Cn

)
>という場合を考

える．以下，この群をG = (Cm, Cn)と表すことにする．
群Gの位数はmと nの最小公倍数になる．この群Gに関して以下の二つが成り立つ．



図 3: C2/Gに対応する錐 図 4: C2/Gのクレパント特異点解消を与え
る扇

定理 3.1. (S)

G =<

(
Cm 0

0 Cn

)
>⊆ SL(4,C)とする．このとき，mと nが互いに素ならばC4/Gはク

レパント特異点解消を持つ．そうでないとき，C4/Gはクレパント特異点解消を持たない．

定理 3.2. (S)

mを正の整数とする．このとき群G = (C2m, C2)に対して，C4/Gはクレパント特異点解
消を持たず，またm ≥ 2のときHilbG(C4)は特異点を持つ．

G = (Cm, Cn)というタイプの群は age(g) = 2となる元で生成される群である．また
m = nのときは群Gのすべての元の ageが 2となるため C4/Gは端末特異点を持つ．し
たがってこの場合のとき C4/Gはクレパント特異点解消を持たない．
また，m ̸= nのとき（特にm > nとする）は群Gの生成元を gとすると，nは群Gの位
数 rの約数であるから，g

r
n は Cnの部分が単位元になる．つまり g

r
n = 1

r (x, r − x, 0, 0, )

という形になるため，この元の ageは 1になる．したがってm ̸= nのときは C4/Gの特
異点は端末特異点ではない．

3.1 主結果 1について

l = LCM(m,n)とすると Gは位数 lの巡回群である．また群 G <

(
Cm 0

0 Cn

)
>は

G = 1
l (

l
m ,− l

m , l
n ,−

l
n)と表せる．

このとき群 G 由来の格子点で，age が 1 になる格子点は vi = 1
l (ni, l − ni, 0, 0), uj =

1
l (0, 0,mj, l−mj)という 2種類ある．ただし i = 1, . . . , l

n −1, j = 1, . . . , l
m −1である．こ

れらの点は図に示すように (1, 0, 0, 0)と (0, 1, 0, 0)を結ぶ線分上及び (0, 0, 1, 0)と (0, 0, 0, 1)

を結ぶ線分上にある．



図 5: ageが 1の格子点の様子
図 6: m = 5, n = 4の場合の σ11の age = 1

の断面図

これらの点を用いた次のような細分を考える．細分によって得られる扇∆が

|∆| =
∪

1≤i≤ l
n
,1≤j≤ l

m

σij

を満たすように細分する．ここで σij = Cone(vi−1, vi, uj−1, uj)と定義する．ただし v0 =

(0, 1, 0, 0), v l
n
= (1, 0, 0, 0), u0 = (0, 0, 0, 1), u l

m
= (0, 0, 1, 0)である．

図 7: σ12の age = 1での断面図 図 8: σ22の age = 1での断面図

この扇∆の最大次元の錐の個数はmと nの最大公約数を dとすると， l
m × l

n = l
d で与

えられる．群Gの位数は lであるため d > 1のとき，オイラー数が群の位数と一致しない
ためこの細分による扇∆に対応するトーリック多様体は C4/Gのクレパント特異点解消
にならず，ageが 1の格子点のみを用いた細分は∆しかないことからC4/Gはクレパント
特異点解消を持たない．一方 d = 1のとき，つまりmと nが互いに素のとき上記で与え
られた σij が非特異である．このことを以下に示す．
σij = Cone(vi−1, vi, uj−1, uj)において vi−1, vi, uj−1, uj がN = Z4 +

∑
g∈G ḡZの Z-基底



であることを示せばよい．なお l = mnであることに注意する．
vi − vi−1 = 1

mn(n,−n, 0, 0)および uj − uj−1 = 1
mn(0, 0,m,−m, )が成り立つから，vi −

vi−1+uj −uj−1 =
1

mn(n,−n,m,−m)を得る．mと nが互いに素であることから，G =<(
Cm 0

0 Cn

)
>=< 1

mn(n,−n,m,−m) >となる．したがって vi−1, vi, uj−1, ujはN の元の

うち
∑

g∈G ḡZと表せる元の生成系になっている．残りは (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0)，
(0, 0, 0, 1)の 4点が vi−1, vi, uj−1, uj で表せることを示せば良い．(1, 0, 0, 0)の場合を示す．
ある実数 a, bが存在し avi + bvi+1 = (1, 0, 0, 0)であるとすると，(

i
m

i−1
m

1− i
m 1− i−1

m

)(
a

b

)
=

(
1

0

)

が成り立ち，det

(
i
m

i−1
m

1− i
m 1− i−1

m

)
= 1

m であることから a, bは整数になる．したが

ってある整数 a, bで avi + bvi+1 = (1, 0, 0, 0)と表せる．残りの点の場合も同様である．
vi−1, vi, uj−1, uj が一次独立であることは vi−1, viが一次独立であり，uj−1, uj もまた一次
独立であることからわかる．よって vi−1, vi, uj−1, ujはN のZ-基底になっている．つまり
σij は非特異である．

したがってG =<

(
Cm 0

0 Cn

)
>のときC4/Gがクレパント特異点解消を持つための必要

十分条件はmと nが互いに素であることである

3.2 HilbG(C4)が特異点を持つ例

次に，この節ではHilbG(C4)が特異点を持つ例を説明する．Gが SL(n,C)の有限アー
ベル部分群に対してHilbG(C4)が特異点を持つ例はこれまで知られていなかった例である．
また，以下の群において C4/G自身は標準特異点を持つがm ̸= 1のときそれらは端末特
異点ではないことに注意する．

定理 3.3. (S) mを正の整数とする．このとき群G = (C2m, C2)に対して，C4/Gはクレ
パント特異点解消を持たず，またm ≥ 4のときHilbG(C4)は特異点を持つ．

例としてm = 4のとき，つまり G = 1
4(1, 3, 2, 2)について詳しく紹介する．このとき

格子点集合N のうち ageが 1になる格子点は図に示すような 5つの点のみである．一方
HilbG(C4)に対応する扇は計10個の錐からなり，生成元として 1

4(3, 1, 2, 2),
1
4(1, 1, 1, 1),

1
4(1, 3, 2, 2)

という ageが 2のN の格子点や，N 以外の点を新たに付け加える必要がある．



　 age(g)=1の格子点 HilbG(C4)

以下の図に示す四角錐が I1 = (x2, y2, z2, w, xy, yz, zx) から定まる錐である．さらにこ
の四角錐の反対側に同様の錐として I2 = (x2, y2, z, w2, xy, yw,wx)から定まる四角錐が存
在する．これらの座標環はともに C[x2

z ,
y2

z ,
xz
y , yzx , wz ]

∼= C[XY ZWV ]/(XW − Y Z)と表
すことができる．
最後の図は各細分に付随する単項式の比を表したものである．
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