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1 導入

U を R2 内の領域とし, f : U → R3 を C∞ 級写像とする. このとき, f がフロンタルである

とは, ある f に沿う単位ベクトル場 ν : U → S2 が存在し, 任意の q ∈ U と X ∈ TqU に対して,

⟨dfq(X), ν(q)⟩ = 0 が成り立つときをいう. ただし, S2 は 2 次元単位球面を表し, ⟨·, ·⟩ は, R3 の標

準内積を意味する. さらに,フロンタル f がフロントであるとは,写像の組 (f, ν) : U → R3 × S2 が,

はめ込みを与えるときをいう. ベクトル場 ν を f のガウス写像と呼ぶ. 定義より,フロンタルやフロ

ントは特異点,即ち,はめ込みにならない点を持つことがある. しかし,特異点においても,ガウス写像

が定義されていることに注意する. このことから,近年,フロントやフロンタルの特異点における微分

幾何学的性質の研究が活発に行われている ([4–6, 8, 9, 11, 13, 15, 17–19]). 特に,カスプ辺と呼ばれる

特異点に対する研究が顕著である ([10,12,14,21]).

一方, ガウス写像 ν 自身も特異点を持つことがある. ガウス写像に代表的に現れる特異点として,

折り目特異点やホイットニー・カスプが知られている ([2, 3, 26]). これらの特異点集合は,局所的に

U 内の正則曲線で与えられ,その ν による像は (特異点を許容する)球面上の曲線となる. ここで,折

り目特異点の像は,正則曲線に対応し,ホイットニー・カスプの像は,カスプに対応する. このカスプ

に対して,カスプ的曲率を計算することができる ([19,20]).

本稿では,カスプ辺の幾何学的不変量とガウス写像に現れるホイットニー・カスプの符号の関係や

その幾何学的性質について解説する. また,カスプ辺が有界なガウス曲率を持つとき,ガウス写像の特

異点がカスプ辺にどのような影響を与えているかについても述べる. 本研究の内容は, 論文 [24, 25]

が元になっている. 特に断らない限り,多様体や写像は C∞ 級とする.

2 準備

この節では,写像の特異点や特異点を持つ曲線,曲面の幾何学的性質を振り返る. 詳細については,

[1, 7, 11,17] などを参照していただきたい.
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2.1 多様体間の写像に現れる特異点

Mm, Nn をそれぞれ m 次元, n 次元の多様体とし, f : (Mm, p) → (Nn, P ) を点 p ∈ M

における写像芽とする. ただし, P = f(p) ∈ N とする. 点 p が, f の特異点であるとは,

rank dfp < min{m,n} を満たすときをいう. いま, S(f)(⊂ (M,p)) で, f の特異点集合を表す. 本稿

では,主として (m,n) = (1, 2), (2, 2), (2, 3) の場合を扱う.

定義 2.1. fi : (M
m
i , pi) → (Nn

i , Pi) (i = 1, 2) を写像芽とする. このとき, f1 が f2 に A 同値
であるとは, 微分同相写像芽 φ : (Mm

1 , p1) → (Mm
2 , p2) と Φ: (Nn

1 , P1) → (Nn
2 , P2) が存在し,

Φ ◦ f1 = f2 ◦ φ が成り立つときをいう.

定義 2.2. f : (Mm, p) → (Nn, P ) を写像芽とする.

(1) (m,n) = (1, 2) とする. このとき, f が p でカスプを持つとは, f が t 7→ (t2, t3) に A 同値な
ときをいう.

(2) (m,n) = (2, 2) とする. このとき, f が p で折り目特異点を持つとは, f が (u, v) 7→ (u, v2) に

A同値となるときをいい, f が pでホイットニー・カスプを持つとは, f が (u, v) 7→ (u, v3+uv)

に A 同値なときをいう.

(3) (m,n) = (2, 3) とする. このとき, f が p でカスプ辺を持つとは, f が (u, v) 7→ (u, v2, v3) に

A 同値なときをいう.

注意 2.3. 折り目特異点を与える写像芽 f : (R2, 0) ∋ (u, v) 7→ (u, v2) ∈ (R2, 0) に対して,特異点集

合は, S(f) = {v = 0} となる. よって,その像は, f(S(f)) = {(u, 0)} であり,これは,正則曲線に A
同値であることを意味している. 一方, ホイットニー・カスプを与える写像芽 f : (R2, 0) ∋ (u, v) 7→
(u, v3 + uv) ∈ (R2, 0) に対して,その特異点集合 S(f) は, S(f) = {u+ 3v2 = 0} で与えられ, 曲線

γ(v) = (−3v2, v) でパラメータ表示される. このとき, f ◦ γ(v) = (−3v2,−2v3) で与えられ,特異点

集合の像がカスプに A 同値とわかる (図 1).

図 1 折り目特異点 (左)とホイットニー・カスプ (右).太い曲線は,特異点集合の像.



2.2 カスプを持つ球面曲線のカスプ的曲率

(I; t) を R の開区間とし, σ : I → S2(⊂ R3) を球面曲線とする. 点 t0 ∈ I を σ の特異点,つまり,

(dσ/dt)(t0) = σ̇(t0) = 0 とする. このとき, t0 がカスプであるための必要十分条件は,

det(σ,Dtσ̇, DtDtσ̇)(t0) ̸= 0

であることが知られている ([7, 16]). ただし, D は S2 の共変微分であり, Dt = Dd/dt を表す.

点 t0 にカスプを持つ球面曲線 σ に対して,カスプ的曲率 µ を

µ =
det(σ(t), Dtσ̇(t), DtDtσ̇(t))

|Dtσ̇(t)|5/2

∣∣∣∣
t=t0

(2.1)

と定める ([19, 20]). これは,カスプの開き具合を表す量であり,定義域の向きを保つ微分同相写像や

S2 の剛性運動によらない. 一般に,カスプを持つ 2 次元リーマン多様体上の曲線に対して,カスプ的

曲率が定義できることを注意しておく.

定義 2.4. σ : I → S2 を球面曲線で, t0 においてカスプを持つとする. このとき, t0 が σ の正のカス

プまたはジグ (resp. 負のカスプまたはザグ)であるとは, t0 でカスプ的曲率 µ が正 (resp. 負)のと

きをいう.

図 2 ジグ (左)とザグ (右).ジグの場合,曲線はカスプにおいて進行方向に右折する.

2.3 カスプ辺の幾何学的性質

(U ;u, v) ⊂ R2 を開領域とし, f : U → R3 をフロント, ν : U → S2 を f のガウス写像とする. ま

た,点 p ∈ U を f の特異点とする. 関数 λ : U → R を

λ(u, v) = det(fu, fv, ν)(u, v) (fu = ∂f/∂u, fv = ∂f/∂v) (2.2)

とし, f の符号付き面積密度関数と呼ぶ. 特異点の定義から, p ∈ S(f) であることと, λ(p) = 0 であ

ることは同値である. 点 p ∈ S(f) が f の非退化特異点であるとは, (λu(p), λv(p)) ̸= (0, 0) を満たす

ときをいう. 点 p が f の非退化特異点であるとき, rank dfp = 1 であることに注意する. また,陰関

数定理より,正則曲線 γ : (−ε, ε) → U (ε > 0) で, γ(0) = p, λ(γ(t)) = 0 を満たすものが存在する.

この曲線 γ を f の特異曲線と呼ぶ. さらに, p が非退化特異点のとき, U 上の零でないベクトル場 η

で, γ に沿って df(η) = 0 を満たすものが存在する. このベクトル場 η を退化ベクトル場と呼ぶ.

事実 2.5 ([11, 18]). フロント f が点 p でカスプ辺を持つための必要十分条件は, p が非退化特異点

であり, ηλ(p) ̸= 0 を満たすことである.



この事実は,定義域において det(γ′, η)(0) ̸= 0 が成り立つことと同値である. 特に, p の近傍で特

異曲線の各点はカスプ辺からなり,特異曲線の f による像は正則空間曲線である. カスプ辺の周りで,

次の座標系が取れることが知られている ([11,13,17]).

定義 2.6. カスプ辺 p を中心とする局所座標系 (U ;u, v) で,

• u 軸が特異曲線を与える,

• η = ∂v が退化方向を与える,

• u 軸のほかに特異点がない

を満たすものが存在するとき, この局所座標系を,適合的座標系と呼ぶ. さらに,適合的座標系におい

て {fu, fvv, ν} が u 軸に沿って正規直交枠を与えるとき, (U ;u, v) を特別な適合的座標系という.

さて,カスプ辺に沿って次の不変量が知られている: 特異曲率 κs ([4,17]), 極限法曲率 κν ([13,17]),

カスプ的曲率 κc ([13]), カスプ的捩率 κt ([12]), 変曲曲率 κi ([12]). 特別な適合的座標系を用いると,

これらは次のように与えられる.

κs(u) = det(fu, fuu, ν)(u, 0), κν(u) = ⟨fuu, ν⟩ (u, 0), κc(u) = det(fu, fvv, fvvv)(u, 0),

κt(u) = det(fu, fvv, fuvv)(u, 0), κi(u) = det(fu, fvv, fuuu)(u, 0).

特に, κi は, κi(u) = κ′
ν(u) + κs(u)κt(u) を満たす ([12, 24]). また,極限法曲率 κν とカスプ的曲率

κc の積からなる,積曲率 κΠ = κνκc が知られている ([13]). 特異曲率 κs と積曲率 κΠ はそれぞれ

カスプ辺の内在的不変量である ([4, 13, 17]). 特に,特異曲率 κs は,カスプ辺の凹凸に関係しており

(図 3, [17]),積曲率 κΠ は,ガウス曲率の挙動に関係している ([13]). ここで,ガウス写像 ν に対して,

Λ(u, v) = det(ν, νu, νv)(u, v) とすると, f のガウス曲率 K は,正則点集合 U \S(f) 上で, K = Λ/λ

で与えられる波面の内在的不変量である.

図 3 κs が正のカスプ辺 (左)と負のカスプ辺 (右).

上述の不変量を用いることで,次のカスプ辺の特徴づけができる.

事実 2.7 ([10, 13, 17, 23]). f : U → R3 をフロント, ν : U → S2 を f のガウス写像, p ∈ U をカス

プ辺, γ を p を通る特異曲線とする. このとき,次が成立する.

(1) f のガウス曲率 K が p の十分小さい近傍上で有界であるための必要十分条件は, κν が γ 上

で零となることである.

(2) f のガウス曲率 K が p で有理的有界 (resp. 有理的連続) であるための必要十分条件は,

κν(p) = 0 (resp. κν(p) = κ′
ν(p) = 0) であることである.

(3) 特異曲線 γ が f の曲率線であるための必要十分条件は, κt が γ 上零であることである.



ここで,ガウス曲率 K が点 p で有理的有界 (resp. 有理的連続)であるとは, 点 p を中心として極

座標 (r, θ) をとるとき, 有限個の θ を除いて, r → 0 で K が有界 (resp. 連続) となることである

(詳細は, [13] 参照). また,ガウス写像 ν が点 p で特異点を持つための必要十分条件は, κν(p) = 0 で

あることから, ガウス曲率 K が有理的有界であることと, ν が p で特異点を持つことは同値である

([13]). これは, Λ(p) = 0 とも同値であることに注意する ([24]).

2.4 カスプ辺のガウス写像の特異点

f : U → R3 を点 p でカスプ辺を持つフロントとし, ν をそのガウス写像で点 p において特異点を

持つものとする. このとき,関数 Λ = det(ν, νu, νv) は, Λ(p) = 0 であり,さらに (Λu(p),Λv(p)) ̸=
(0, 0) を満たすとする. このような点を ν の非退化特異点いう. フロントの非退化特異点の場合と同

様に,陰関数定理から,正則曲線 σ : (−δ, δ) ∋ τ 7→ σ(τ) ∈ U (δ > 0) で, σ(0) = p, Λ(σ(τ)) = 0 を

満たすものが存在する. この曲線 σ を f の放物点曲線または, ν の特異曲線と呼ぶ. ガウス写像 ν

が点 p で折り目特異点やホイットニー・カスプを持つとき,点 p は非退化特異点であることに注意す

る. また,点 p が ν のホイットニー・カスプであるとき, ν̌(τ) = ν ◦ σ(τ) は, τ = 0 でカスプを持つ

球面曲線になる (注意 2.3 参照).

定義 2.8 ([17,19]). 点 p でカスプ辺を持つフロント f のガウス写像 ν が,点 p でホイットニー・カ

スプを持つとする. このとき,点 p が ν の正のカスプ (resp. 負のカスプ)であるとは, ν̌ = ν ◦ σ の
カスプ的曲率 µν が正 (resp. 負)であるときをいう. ただし, σ は,点 p を通る f の放物点曲線であ

る. 点 p が ν の正のカスプ (resp. 負のカスプ)のとき, p を ν̌ のジグ (resp. ザグ)という.

次の節で,カスプ辺がある条件を満たす場合,カスプ辺の不変量とホイットニー・カスプの符号の関

係について述べる. そのために,ホイットニー・カスプの判定条件と不変量の関係を述べる. カスプ

辺が,事実 2.7 の (1), (2), (3) のどれかを満たす場合,ガウス写像の特異点は,次のように特徴づけら

れる.

命題 2.9 ([24]). f : U → R3 を p ∈ U にカスプ辺を持つフロントとし, ν : U → S2 をそのガウス

写像とする. また,ガウス写像 ν は,点 p で特異点を持つとする.

(1) f のガウス曲率 K が p の十分近くで有界であるとする. このとき,

• ν が p で折り目特異点を持つための必要十分条件は, κt(p) ̸= 0 である.

• ν が p でホイットニー・カスプを持つための必要十分条件は, κt(p) = 0, κ′
t(p) ̸= 0,

κs(p) ̸= 0 である.

(2) K が点 p で有理的連続であるとする. このとき,

• ν が p で折り目特異点を持つための必要十分条件は, κt(p)(4κt(p)
2 + κs(p)κc(p)

2) ̸= 0

である.

• ν が p でホイットニー・カスプを持つための必要十分条件は, κt(p) = 0, κs(p) ̸= 0,

κ′
i(p) ̸= 0 である.

(3) f の特異曲線 γ が曲率線を与えているとする. このとき,

• ν が p で折り目特異点を持つための必要十分条件は, κ′
ν(p) ̸= 0 である.



• ν が p でホイットニー・カスプを持つための必要十分条件は, κ′
ν(p) = 0, κs(p) ̸= 0,

κ′′
ν(p) ̸= 0 である.

この命題から,次のことが分かる.

命題 2.10 ([25]). f : U → R3 を点 p にカスプ辺を持つフロントとし, ν をそのガウス写像で点 p

においてホイットニー・カスプを持つものとする. さらに,命題 2.9 にある条件 (1), (2), (3) のどれ

か一つを満たすとする. このとき,点 p を通る f の特異曲線 γ の接ベクトルと f の放物点曲線 σ の

接ベクトルは, 点 p で平行になる.

また,有界なガウス曲率を持つカスプ辺に対して次のことが言える.

定理 2.11 ([25]). f : U → R3 をフロント, p ∈ U をカスプ辺, ν を f のガウス写像とする. フロン

ト f のガウス曲率 K が,点 p の十分近くで有界であり,ガウス写像が点 p で,折り目特異点以外の

非退化特異点を持つとする. このとき, K が p の近くで正 (resp. 負)であるための必要十分条件は,

κs が p で負 (resp. 正)になることである.

3 ある性質を持つカスプ辺のガウス写像に現れるホイットニー・カ

スプの符号

上記の準備をもとにして,本稿の主結果を述べる.

定理 3.1 ([25]). f : U → R3 を点 p でカスプ辺を持つフロント, ν : U → S2 を f のガウス写像と

する. 点 p で,ガウス写像 ν がホイットニー・カスプを持ち,フロント f が次の条件のうち一つを満

たしているとする:

(1) f のガウス曲率 K が p の十分近くで有界,

(2) f のガウス曲率 K が p で有理的連続,

(3) f の特異曲率 γ が曲率線を与える.

さらに,特異曲線 γ と放物点曲線 σ が, γ′(0) · σ̇(0) > 0 を満たしているとする. ただし,ドット ‘·’
は, R2 の標準内積を意味する. このとき,点 p が ν の正のカスプ (resp. 負のカスプ)であるための

必要十分条件は, κs(p) > 0 (resp. κs(p) < 0) が成り立つことである.

この定理から, ガウス写像が正のカスプ (resp. 負のカスプ) を持つためには, カスプ辺は凸 (resp.

凹)でなければならないことが分かる. また,放物点曲線の向きを変えると,ジグとザグが入れ替わる

ことに注意しておく.

定理 2.11 と定理 3.1 から,次のことが分かる.

系 3.2 ([25]). 定理 3.1 の仮定の下,ガウス曲率がカスプ辺 p の近くで有界であるとする. このとき,

ガウス曲率が p の近くで正 (resp. 負)ならば, p はガウス写像の負のカスプ (resp. 正のカスプ)であ

る. 即ち,点 p は ν̌ のザグ (resp. ジグ)となる.



このことから, カスプ辺の近くで有界なガウス曲率を持つフロントのガウス写像には, ジグもしく

はザグのどちらか一方しか現れないことが分かる.

例 3.3. f : R2 → R3 を

f(u, v) =

(
u, 3u2 +

v2

2
,
v3

3
+ u4 + u2v2

)
とする. これは,原点にカスプ辺を持つ写像であり, S(f) は u 軸に一致する. 対応するガウス写像 ν

は,

ν(u, v) =

(
8u3 − 2uv(v − 3),−2u2 − v, 1

)√
1 + (v + 2u2)2 + (8u3 − 2uv(v − 3))2

で与えられる. 直接計算から,極限法曲率 κν は, u 軸に沿って零であり,

κs(u) =
6
(
1 + 24u4 + 64u6

)
√
1 + 4u2 + 64u6 (1 + 36u2 + 16u6)3/2

, κt(u) =
4u

1 + 4u2 + 64u4

を得る. したがって, κt(0) = 0, κs(0) = 6 > 0, κ′
t(0) = 4 ̸= 0 とわかるので, ν は,原点に ホイット

ニー・カスプを持つ. また,ガウス曲率 K は有界であり,原点の十分近くで負になる. 実際, K は,

K =
2
(
−3− 8u2 + v

)
(1 + 64u6 + v2 + u4 (4 + 96v − 32v2) + 4u2v (1 + 9v − 6v2 + v3))

2

と表される.

一方, 放物点曲線は u 軸であり, ν̌(u) = ν(u, 0) は,

ν̌(u) =

(
8u3,−2u2, 1

)
√
1 + 4u4 + 64u6

となる. これは u = 0 にカスプを持ち,カスプ的曲率 µν は,

µν = 6 =
2κs(0)√
|κ′

t(0)|
> 0

である. よって,原点は, ν の正のカスプ,つまり, ν̌ のジグである.(図 4).

図 4 例 3.3 で与えられたカスプ辺 (左),ガウス写像 (中央)と ν̌ (右)の像. 太い曲線は,放物点曲線の像.

例 3.4. f : R2 → R3 を

f(u, v) =

(
u,−u2 +

1

2
v2,

1

3
v3 + u4

)



で与えられる写像とする. これは原点にカスプ辺を持ち,特異点集合は, S(f) = {v = 0} である. ま

た,退化方向は, η = ∂v で与えられている. 対応するガウス写像 ν は,

ν(u, v) =

(
−4u3 − 2uv,−v, 1

)√
1 + v2 + 4u2(2u2 + v)2

である. フロント f に対して,

κs(u) =
−2 + 64u6

√
1 + 16u6(1 + 4u2 + 16u6)3/2

, κν(u) =
12u2

√
1 + 16u6(1 + 4u2 + 16u6)

,

κt(u) =
24u3

(1 + 16u6)(1 + 4u2 + 16u6)
, κi(u) = − 24u(−1 + 2u2 + 56u6)√

1 + 16u6(1 + 4u2 + 16u6)5/2
,

κc(0) = 2 が成り立ち,正則点集合で,ガウス曲率 K は,

K =
2
(
6u2 + v

)
v (1 + 16u6 + 16u4v + v2 + 4u2v2)

2

となる. したがって, κν(0) = κ′
ν(0) = 0, κ′′

ν(0) = 24 ̸= 0, κt(0) = 0, κs(0)κ
′
i(0) = −48 ̸= 0 を得

る. これは, K が原点において有理的連続であり, ν が原点でホイットニー・カスプを持つことを意

味している.

直接計算より, ν の特異点集合は, S(ν) = {(u, v) ∈ R2 | 6u2 + v = 0} であり,したがって, 放物

点曲線 σ は, σ(u) = (u,−6u2) で与えられる. さらに, σ′(0) = (1, 0) = γ′(0) とわかる. 放物点曲線

の ν による像 ν̌(u) = ν(σ(u)) は,

ν̌(u) =

(
8u3, 6u2, 1

)
√
1 + 36u4 + 64u6

で与えられる. この曲線 ν̌ の u = 0 におけるカスプ的曲率 µν は,

µν =
−2√
3
= 2κs(0)

√∣∣∣∣κs(0)

κ′
i(0)

∣∣∣∣ < 0.

よって,原点は ν の負のカスプである (図 5).

図 5 左: 例 3.4 のカスプ辺の像. 太い曲線は,放物点曲線の像. 中央: ガウス写像 ν の像. 右: ν̌

の像. 破線は u < 0 の部分を表し,太い曲線は u > 0 の部分を表している.
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