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1 概要
団代数は変異関係式によって定まる可換代数のクラスである. 本稿では通常の変
異と後変異の間の双対性について紹介する. 後変異とは初期種子を変更した際の,

団変数の初期種子による有理関数表示の変換である. 特に F 多項式の最大次数を
並べてできる行列 (F 行列)を考え, F 行列が自己双対を持つことを示した. これは
C行列, G行列に関する双対性の類似である. 本稿内容は行田康晃氏 (名古屋大学)

との共同研究に基づく.

2 前変異と後変異の双対性およびF行列の自己双対性
団代数は Fomin, Zelevinsky氏らが, リー理論における全正値性や標準基底の問
題を解決するために [FZ02]で導入したものである. その後の研究により団代数の
代数的・組み合わせ論的性質が, 多面体の三角形分割, 完全WKB解析, 箙の表現
など様々な分野に現れることが分かっている. あらゆる数学分野に影響を及ぼすた
め, 団代数の研究は近年盛んに行われている.

団代数の主眼は種子 (団変数, y変数,交換行列の組)と変異の代数的・組み合わせ
論的性質を調べることにある. さらに分離公式 ([FZ07, Proposition 3.13, Corollary

6.3])により, C行列, G行列, F 多項式を通して団変数や y変数の性質や表示を調
べることができる. そのためC行列, G行列, F 多項式の性質を研究することが主
である.

ところでF 多項式はC行列, G行列と異なり多項式であるため, 行列特有の操作
ができず扱いにくいという点がある. そのため F 多項式の情報の一部を持つ次の
ような行列を定める.

定義 2.1 ([FG, Definition 2.6]). 各 F 多項式 FB;t0
i;t (y1, . . . , yn)において, y1, . . . , yn

の最大次数をそれぞれ, fB;t0
1i;t , . . . , fB;t0

ni;t とする. それを並べて得られる列ベクトル

fB;t0
i;t =

f
B;t0
1i;t
...

fB;t0
ni;t

 を f ベクトルと呼び, FB;t0
t = (fB;t0

1;t , . . . , fB;t0
n;t )を F 行列と呼ぶ.

本稿ではC行列, G行列, F 行列の前変異関係式と後変異関係式の双対性につい
て述べる.



通常の変異 (前変異)は下図左のように, 初期頂点を固定し, 現在頂点を動かした
際に得られる変換である. 一方後変異は下図右のように, 現在頂点を固定し, 初期
頂点を動かした際に得られる, 現在頂点における種子の “表示”の変換である. 本
稿では変換で定義される前変異, 後変異の具体的な関係式を与え, それらが双対的
であることを述べる.
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まず次の事実がある.

命題 2.2 ([NZ12, (1.13), Proposition 4.2], [FG, Proposition 3.7]). C行列の列符号
同一性の仮定の下, 次が成り立つ:

(1)任意の交換行列B, および t0, t ∈ Tnに対し,

(GB;t0
t )T = C

BT
t ;t

t0 . (2.1)

(2)任意の t ∈ Tnに対し,

HB;t0
t = −[−GB;t0

t ]+. (2.2)

(3)全てのG行列GB;t0
t (t ∈ Tn)は行に関して符号同一的である.

(2.1)はC行列とG行列の双対性を表す重要な等式である.

さて, 最初にC,G, F 行列の前変異関係式については次で与えられる.

命題 2.3 (C,G, F 行列の前変異関係式 I [FZ07, (5.9), Proposition 6.6], [FG, Propo-

sition 2.9]). ε ∈ {±1}とする. Tnの各辺 t t′
ℓ

について, 以下の式が成り立つ.

CB;t0
t′ = CB;t0

t (Jℓ + [εBt]
ℓ•
+ ) + [−εCB;t0

t ]•ℓ+Bt, (2.3)

GB;t0
t′ = GB;t0

t (Jℓ + [εBt]
•ℓ
+ )−B[εCB;t0

t ]•ℓ+ , (2.4)

FB;t0
t′ = FB;t0

t (Jℓ + [εBt]
•ℓ
+ ) + [εCB;t0

t ]•ℓ+ + [−εC−B;t0
t ]•ℓ+ . (2.5)

さらにC行列の符号同一性を仮定することで, (2.3), (2.4), (2.5)は, 次のように
簡略化できる. (2.6), (2.7)は [NZ12]で既に与えられたものである.

命題 2.4 (C,G, F 行列の前変異関係式 II [FG, Proposition 2.12, 2.13]). Tnの各辺

t t′
ℓ

について, 以下の式が成り立つ.

CB;t0
t′ = CB;t0

t (Jℓ + [ε•ℓ(C
B;t0
t )Bt]

ℓ•
+ ), (2.6)

GB;t0
t′ = GB;t0

t (Jℓ + [−ε•ℓ(C
B;t0
t )Bt]

•ℓ
+ ), (2.7)

FB;t0
t′ = FB;t0

t (Jℓ + [ε•ℓ(C
−εB;t0
t )(εBt)]

•ℓ
+ ) + [ε•ℓ(C

−εB;t0
t )CεB;t0

t ]•ℓ+ . (2.8)

ただし (2.8)において, ε ∈ {±1}である.



一方, 一般にC,G, F 行列の後変異関係式は次で定まる.

命題 2.5 (C,G, F 行列の後変異関係式 I). 辺 t0 t1
k

について, µk(B) = B1,

ε ∈ {±1}とする. このとき以下の式が成り立つ.

CB1;t1
t = (Jk + [−εB]k•+ )CB;t0

t +HB;t0
t (ε)k•Bt, (2.9)

GB1;t1
t = (Jk + [εB]•k+ )GB;t0

t −BHB;t0
t (ε)k•, (2.10)

FB1;t1
t = (Jk + [εB]k•+ )FB;t0

t + (εGB;t0
t )k• −HB;t0

t (ε)k• −H−B;t0
t (ε)k•. (2.11)

ただし HB;t0
t (+) = HB;t0

t , HB;t0
t (−) = HB1;t1

t , H−B;t0
t (+) = H−B;t0

t , H−B;t0
t (−) =

H−B1;t1
t である.

命題 2.5に (2.2)を適用することで, 次を得る:

命題 2.6 (C,G, F 行列の後変異関係式 II). 辺 t0 t1
k

について, µk(B) = B1,

ε ∈ {±1}とする. このとき以下の式が成り立つ.

CB1;t1
t = (Jk + [−εB]k•+ )CB;t0

t − [−εGB;t0
t ]k•Bt, (2.12)

GB1;t1
t = (Jk + [εB]•k+ )GB;t0

t +B[−εGB;t0
t ]k•, (2.13)

FB1;t1
t = (Jk + [εB]k•+ )FB;t0

t + [εGB;t0
t ]k• + [−εG−B;t0

t ]k•. (2.14)

ここで命題2.3,命題2.6を比べよう. (2.1)を通して (2.3)と (2.13), (2.4)と (2.12),

(2.5)と (2.14)がそれぞれ双対的な式になっていることが分かる.

さらに, 命題 2.2 (3)を用いて, 命題 2.6の式を簡略化できる:

命題 2.7 (C,G, F 行列の後変異関係式 III). 辺 t0 t1
k

について, µk(B) = B1と
する. このとき以下の式が成り立つ.

CB1;t1
t = (Jk + [−εk•(G

B;t0
t )B]k•+ )CB;t0

t , (2.15)

GB1;t1
t = (Jk + [εk•(G

B;t0
t )B]•k+ )GB;t0

t , (2.16)

FB1;t1
t = (Jk + [εk•(G

−εB
t )(εB)]k•+ )FB;t0

t + [εk•(G
−εB
t )GεB;t0

t ]k•. (2.17)

ただし (2.17)において, ε ∈ {±1}である.

先ほどと同じように命題 2.4, 命題 2.7を見比べる. (2.1)を通して (2.6)と (2.16),

(2.7)と (2.15), (2.8)と (2.17)がそれぞれ双対的な式になっていることが分かる. 以
上が本稿の題目となっていた前変異と後変異の双対性である.

最後に (2.1)の類似である, F 行列の自己双対性を述べる. これが本稿における
主結果である.

定理 2.8 ([FG, Theorem 3.10]). 任意の交換行列B, および t0, t ∈ Tnに対し, 次が
成り立つ:

(FB;t0
t )T = F

BT
t ;t

t0 . (2.18)
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