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概要

グラフの spanning treeの母関数のヘッセ行列を考える. このヘッセ行列をグラフのヘシアン

と呼ぶ. 本稿ではヘッセ行列の固有値を求めることによって完全グラフのヘシアンが消えていな

いことを示す. 応用としてグラフィックマトロイドに付随するある環の強レフシェッツ性を示す.

1 導入

複素次元が d であるコンパクトケーラー多様体 (M,ω) のコホモロジー環 H•(M,ω) =⊕2d
i=0H

i(M,ω)は次数付き環である. さらに Hard Lefschetz Theoremとよばれる次の定理が知ら

れている: 任意の k ∈ { 0, 1, . . . , d } に対し, [ω]d−k : Hk(M,ω) → H2d−k(M,ω) は Hk(M,ω) と

H2d−k(M,ω)の線形空間としての同型を与える. コンパクトケーラー多様体のコホモロジー環がも

つこの性質をより一般の可換環で考えたものが強レフシェッツ性である (定義 2.1).

マトロイドから作られるある束の組合せ論的性質を環論的に示すためにMaeno–Numata [4]にお

いてマトロイドM に付随するある環 AM が導入された. そこでは有限射影空間から決まるマトロイ

ドで定義される環の強 Lefschetz性が示されている. さらに, [4]の exetend abstract [3]では任意の

マトロイドに付随する環が強レフシェッツ性をもつことを予想されている. 本稿ではこの予想に対し

て, グラフから決まるマトロイドの場合について考える. グラフの spanning treeの重み付き母関数

の零化イデアルによる多項式環の剰余環がこの場合の考えるべき環である. 主結果として完全グラフ

のヘッセ行列行列式を計算することにより, 5頂点以下の完全グラフから構成されるマトロイドに付

随する環の強レフシェッツ性を示した.

本稿の構成は以下の通りである: 2節では強レフシェッツ性の定義や強レフシェッツ性を判定する

定理を述べる. 3節ではマトロイドについて基本的な事柄の定義を例を交えて見ていく. 最後に [4]で

の結果を紹介する. 4節では主結果を述べる. 証明などの詳細は省略をしている. 詳細は [9]にある.

最後に本稿を読む際に使う記号や注意についてふれる: 2E を集合 E の部分集合全体の集合とする.

Kを標数 0の体とする. V (m,K)は K上のm次元ベクトル空間とする. Matm×n(K)を Kを成分と
するサイズ m × nの行列とする. また, 本稿では環論, グラフ理論, 束論について用語は定義をせず

に用いている. 例えば, 環論についてはイデアルや次数付き環といった用語を定義せずに用いている.

特に強レフシェッツ性については [2]をみるとよい. グラフ理論についてサイクル, forest, spanning
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tree, 単純グラフといった用語を定義せずに用いているがこれらについては [1]をみるとよい. 束論に

ついては, 束, atomic束, セミモジュラー/モジュラー束を定義せずに用いている. 特にマトロイドの

詳細は [7]をみるとよい.

2 可換環の強レフシェッツ性

ここでは可換環の強レフシェッツ性を定義する. また, ある表示をもつ環が強レフシェッツ性をも

つかどうかを判定する定理を紹介する.

定義 2.1. A =
⊕s

k=0Ak, As ̸= 0, を体 K 上の次数付き環とする. L ∈ A1 が存在して, 任意の

k ∈
{
0, 1, . . . , ⌊ s

2⌋
}
に対し掛け算写像

×Ls−2k : Ak −→ As−k
∈ ∈

f 7−→ Ls−2k × f

が全単射であるとき, Aは強レフシェッツ性をもつという. このとき, Lを強レフシェッツ元という.

強レフシェッツ性の定義から, 次数付き環 A =
⊕s

k=0Ak が強レフシェッツ性をもつならば

dimKAk = dimKAs−k が成り立つ.

斉次多項式 F ∈ K[x1, x2, . . . , xn]に対し,

Ann(F ) =
{
P ∈ K[x1, . . . , xn]

∣∣∣ P (
∂

∂x1
, . . . , ∂

∂xn

)
F = 0

}
とおく. Ann(F )は K[x1, x2, . . . , xn]の斉次イデアルである. 次数付き環

K[x1, . . . , xn]/Ann(F ) =

s⊕
k=1

Ak

を考える. ただし sは多項式 F の次数とする. この環は以下のような性質をもつ: 任意の k に対し

• dimKAk <∞,

• dimKAk = dimKAs−k.

このような表示をもつ環が強レフシェッツ性をもつかどうかを判定する定理が知られている: 各 Ak

は K上のベクトル空間である. Λk を Ak の基底とし, 行列 H
(k)
F を

H
(k)
F =

(
ei

(
∂

∂x1
, . . . , ∂

∂xn

)
ej

(
∂

∂x1
, . . . , ∂

∂xn

)
F
)
ei,ej∈Λk

.

と定義する. この行列を多項式 F の k 次ヘッセ行列といい, この行列式を k 次ヘシアンという.

定理 2.2 (Watanabe [8], Maeno–Watanabe [5]). L = a1x1 + · · · + anxn ∈ A1 とする. 掛け算写

像 ×Ls−2k : Ak → As−k が全単射であることと detH
(k)
F (a1, . . . , an) ̸= 0であることは同値である.

全ての k 次ヘシアンが消えていないことがわかれば強レフシェッツ性が従う. また,

A
(k,s−k)
1 =

{
L ∈ A1

∣∣ ×Ls−2k : Ak → As−kが全単射
}



とおくとこの定理から

A
(k,s−k)
1 =

{
L ∈ A1

∣∣∣ detH(k)
F (a1, . . . , an) ̸= 0

}
であることがわかる. したがって任意の kに対し, A

(k,s−k)
1 ̸= ∅であるとき

∩
k A

(k,s−k)
1 ̸= ∅ である.

よって
∩

k A
(k,s−k)
1 の元が強 Lefschetz元である.

3 マトロイドとマトロイドに付随する環

ここではマトロイドの基本的な事柄について述べる. 後半ではマトロイドに付随する環について述

べる.

この節では集合は有限集合を仮定する.

定義 3.1. 集合 E と I ⊂ 2E に対し, 以下の 3条件が成り立つとき, (E, I)をマトロイドという:

(I1) ∅ ∈ I.
(I2) I ∈ I かつ I ′ ⊂ I ならば I ′ ∈ I.
(I3) I1, I2 ∈ I とする. #I1 < #I2 ならば, I1 ∪ { e } ∈ I となる元 e ∈ I2 \ I1 が存在する.

M = (E, I)をマトロイドとする. このとき, M を E 上のマトロイドという. E を ground setと

いう. I の元を独立集合という. 2E \ I の元を従属集合という. E = E(M), I = I(M)とも書く.

行列からマトロイドが構成できる. A ∈ Matm×n(K)とする.

E = {Aの列の添え字集合 } ,
I =

{
X ∈ 2E

∣∣ X に対応する Aの列ベクトルは V (m,K)上で一次独立
}

とすると (E, I)はマトロイド. 行列 Aから作られるマトロイドをM [A]と書く. M [A]を Aの線形

マトロイドという.

M をマトロイドとする.

B(M) = {X ∈ I(M) | 任意の e ∈ E に対し, I ∪ { e } ∈ C(M) }

とする. B(M)の元をM の basisと呼ぶ. つまりM の極大な独立集合のことをM の basisという.

極大性から次のことがわかる.

命題 3.2. B1, B2 をM の basisとすると #B1 = #B2 が成り立つ.

次に独立集合属とは異なる集合族からマトロイドを定義できることを見ていく. 従属集合 C の任

意の真の部分集合 C ′ が独立集合であるとき, C を極小従属集合という. 極小従属集合をサーキット

と呼ぶ. C(M) をマトロイドM のサーキットの集合とする. C ∈ C(M),#C = n のとき, C を n-

サーキットという.

例 3.3.

A =

(
1 0 0 1 1
0 1 0 0 1

)



とする. このとき,

E(M [A]) = { 1, 2, 3, 4, 5 } ,
I(M [A]) = { ∅, { 1 } , { 2 } , { 4 } , { 5 } , { 1, 2 } , { 1, 5 } , { 2, 4 } , { 2, 5 } , { 4, 5 } } ,

2E \ I(M [A]) = { { 3 } , { 1, 3 } , { 2, 3 } , { 3, 4 } , { 3, 5 } , { 1, 4 } } ∪ {X ⊂ E | #X ≥ 3 } ,
B(M [A]) = { { 1, 2 } , { 1, 5 } , { 2, 4 } , { 2, 5 } , { 4, 5 } } ,
C(M [A]) = { { 3 } , { 1, 4 } , { 1, 2, 5 } , { 2, 4, 5 } } .

である.

サーキットの集合からマトロイドを構成する.

命題 3.4. Eを集合, C ⊂ 2E をサーキット集合とする. I = {X ⊂ E | 任意の C ∈ C に対し, C ̸⊂ X }
とする. このとき, (E, I)はマトロイドである.

グラフからマトロイドが構成できる. E をグラフの辺集合とする. C をグラフのサイクルの集合と
する. このとき, C は E 上のマトロイドのサーキット集合である. グラフ Γから構成されるマトロイ

ドを Γのサイクルマトロイドといい, M(Γ)と書く.

例 3.5. 以下のグラフ Γを考える.

e1 e4
e5

e2

e3

このとき,

E(M(Γ)) = { e1, e2, e3, e4, e5 } ,
I(M(Γ)) = { ∅, { e1 } , { e2 } , { e4 } , { e5 } , { e1, e2 } , { e1, e5 } , { e2, e4 } , { e2, e5 } , { e4, e5 } } ,
C(M(Γ)) = { { e3 } , { e1, e4 } , { e1, e2, e5 } , { e2, e4, e5 } } .

ここでマトロイドの同型を定義する.

定義 3.6. M,M ′ をマトロイドとする. 任意の X ⊂ E(M)に対し, X がM の独立集合であること

と ψ(X) ⊂ E(M ′)が独立集合であることが同値となる全単射 ψ : E(M) → E(M ′)が存在するとき,

M とM ′ は同型であるといいM ∼=M ′ と書く. このとき, ψ を同型写像という.

定義 3.7. グラフのサイクルマトロイドと同型なマトロイドをグラフィックマトロイドという.

例 3.8. 例 3.3 の線形マトロイド M [A] と例 3.5 のサイクルマトロイド M(Γ) を考える. ψ :

E(M [A]) → E(M(Γ))を ψ(i) = ei とすると ψ は同型写像である. よって, M [A]はグラフィックマ

トロイドである.



次にマトロイドの basisの母関数を考える.

FM =
∑

T∈B(M)

∏
e∈T

xe

と定義する. 補題 3.2から FM は斉次多項式である.

AM = K[ xe | e ∈ E(M) ]/Ann(FM )

と定義する. ここでは AM をマトロイドM に付随する環と呼ぶことにする.

マトロイドに付随する環はMaeno–Numata [4]で導入されたものである. [4]の結果を紹介する.

(E, I)をマトロイドとする. Eの部分集合X に対し I|X = { I ⊂ X | I ∈ I }とすると, (X, I|X)

はマトロイドである. (X, I|X) をM の X への制限M |X と書く. B をM |X の basis とする. こ

のとき, r(X) = #B である. 補題 3.2 より basis の要素数は等しいので r は well-defined である.

r(X)をX のランクという. B をX の basisという. M を E 上のマトロイドとする. r : 2E → Z≥0

を X 7→ r(X)で定義する. r をM のランク関数という.

E 上のマトロイドM に対し

σ(X) = { e ∈ E | r(X ∪ { e }) = r(X) }

とする. ただし r はM のランク関数とする. σ(X) = X となる X ⊂ E をM の閉包という. 包含

関係による順序が入ったM の閉包からなる半順序集合を L(M)とおく. 一般に L(M)は atomicな

セミモジュラー束であることが知られている. [4]では L(M)がモジュラーであるとき AM が強レフ

シェッツ性をもつことが示されている.

4 主結果

ここでは 5 頂点以下の完全グラフから構成されるマトロイドに付随する環の強レフシェッツ性を

示す.

グラフィックマトロイドに付随する環について考える. M をグラフィックマトロイドとする. こ

のとき, ある連結グラフ Γが存在してM = M(G)である. よって以下では連結なグラフから構成さ

れるマトロイドのみを考える. また, グラフは単純グラフを仮定する. つまり 1-サーキットまたは 2-

サーキットをもたないグラフィックマトロイドを考える.

E をグラフ Γの辺集合とする. Γから構成されるマトロイドM(Γ) = (E, I)の独立集合について
以下は同値である:

• X ⊂ E は独立集合である.

• X がサイクルを含まない.

• 辺集合 X から誘導されるグラフが forestである.

また, M(Γ)の basisについて以下は同値である:

• T ⊂ E は basisである.

• 辺集合 T から誘導されるグラフが spanning treeである.



グラフィックマトロイドM(Γ)の basisの母関数を FΓ = FM(Γ) とおく. いま, Γは単純であるこ

とを仮定しているので FΓ に現れる単項式は square freeである.

グラフ Γに対し,

HΓ =

(
∂

∂xi

∂

∂xj
FΓ

)
i,j∈E(Γ)

と定義する. ただし E(Γ)は Γの辺集合とする. HΓ,detHΓ をそれぞれグラフ Γのヘッセ行列, ヘシ

アンという. HΓ の各変数に 1を代入した行列を H̃Γ とする.

例 4.1. 4頂点のサイクル Γを考える. このとき,

FΓ = x1x2x3 + x1x2x4 + x1x3x4 + x2x3x4,

HΓ =


0 x3 + x4 x2 + x4 x2 + x3

x3 + x4 0 x1 + x4 x1 + x3
x2 + x4 x1 + x4 0 x1 + x2
x2 + x3 x1 + x3 x1 + x2 0

 ,

H̃Γ =


0 2 2 2
2 0 2 2
2 2 0 2
2 2 2 0


であり det H̃Γ = −48,detHΓ ̸= 0がわかる.

例 4.2. 5頂点の tree Γを考える. このとき,

FΓ = x1x2x3x4,

HΓ =


0 x3x4 x2x4 x2x3

x3x4 0 x1x4 x1x3
x2x4 x1x4 0 x1x2
x2x3 x1x3 x1x2 0

 ,

H̃Γ =


0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0


であり det H̃Γ = −3,detHΓ ̸= 0がわかる.

グラフのヘシアンを完全グラフの場合に計算した.

定理 4.3 (主結果). Γが完全グラフのとき detHΓ ̸= 0.

以下, Γ は n 頂点の完全グラフであるとする. これを証明するために, det H̃Γ ̸= 0 であることを

示す. H̃Γ の (i, j) 成分には辺 i, j を含む T ∈ BΓ の数が現れる. 一般に k 辺を含む完全グラフの

spanning treeの個数がMoonによって知られている [6]. よって以下がわかる.



補題 4.4. H̃Γ = (hij)i,j∈E(Γ) とすると

hij =


0 if i = j,

4nn−4 if i ∩ j = ∅,
3nn−4 otherwise.

A = 1
nn−4 H̃Γ とおくと固有値とその重複度は次のようになっている.

補題 4.5. Aの固有値は, −2, −n, 2n(n− 2)である. 重複度はそれぞれ
(
n
2

)
− n, n− 1, 1である.

この補題を使うと H̃Γ の行列式がわかる.

定理 4.6. H̃Γ の行列式は

(−1)(
n
2)−1

2(
n
2)−(n−1)n(

n
2)(n−4)(n− 2)

である. よって H̃Γ は正則行列で, H̃Γ も正則行列.

頂点数が小さい場合の例は以下の通りである.

例 4.7. n = 3のとき,

A =

0 3 3
3 0 3
3 3 0

 .

detA = 54.

n = 4のとき,

A =


0 3 4 3 3 3
3 0 3 4 3 3
4 3 0 3 3 3
3 4 3 0 3 3
3 3 3 3 0 4
3 3 3 3 4 0

 .

detA = −4096.

n = 5のとき,

A =



0 3 4 4 3 3 3 4 3 3
3 0 3 4 4 3 3 3 4 3
4 3 0 3 4 3 3 3 3 4
4 4 3 0 3 4 3 3 3 3
3 4 4 3 0 3 4 3 3 3
3 3 3 4 3 0 4 3 3 4
3 3 3 3 4 4 0 4 3 3
4 3 3 3 3 3 4 0 4 3
3 4 3 3 3 3 3 4 0 4
3 3 4 3 3 4 3 3 4 0


.

detA = −1875000000.



最後に完全グラフから構成されるマトロイドに付随する環の強レフシェッツ性について考える.

n+ 1 ≥ 3, N =
(
n+1
2

)
とする. Kn+1 を n+ 1頂点の完全グラフとする. AM(Kn+1) は

AM(Kn+1) = K[x1, . . . , xN ]/Ann(FKn+1) =

n⊕
k=0

Ak

と斉次分解される. 定理 2.2, 4.6より次がわかる.

定理 4.8. L = x1 + . . .+ xN とする. このとき掛け算写像 ×Ln−1 : A1 → An−1 は全単射である.

これより n ≤ 5に対し, AM(Kn) の強レフシェッツ性がわかる.
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