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1 格子凸多面体の三角形分割とグレブナー基底

オイラーの公式，ピックの公式などにその源流を持つ凸多面体論は，組合せ論の伝統的な分野の一

つである．全ての頂点が整数点（格子点）となっている格子凸多面体に焦点を当てると，組合せ論，

可換環論，代数幾何，整数論，最適化問題，統計，そしてミラー対称性といった純粋数学や応用数学

の様々な分野との間に美しい関係性が現れる．格子凸多面体の研究の中の一つのブレイクスルーは，

1995年の Bernd Strumfelsによる格子凸多面体の正則三角形分割と，付随するトーリックイデアル

のグレブナー基底との関係の発見である．この章では，この関係について紹介する．

体K 上の n変数多項式環K[x] = K[x1, . . . , xn]の単項式全体をMn で表す．集合Mn 上の全順

序 <が単項式順序であるとは，以下の２条件を満たす時をいう．

1. 1 ̸= ∀u ∈ Mn に対して，1 < u．つまり，全ての単項式の中で 1は最小の多項式である．

2. u, v, w ∈ Mn, u < v ⇒ uw < vw．

代表的な単項式順序として逆辞書式順序を紹介する．

例 1（逆辞書式順序） 単項式 u = xa1
1 · · ·xan

n と v = xb1
1 · · ·xbn

n に対して，次の２条件のいずれかを

満たす時，u <rev v と定義する．

1. a1 + · · ·+ an < b1 + · · ·+ bn．

2. a1 + · · ·+ an = b1 + · · ·+ bn かつ (b1 − a1, . . . , bn − an)においてもっとも右にある 0でない

成分が負．

例えば，x1x
2
2x

2
3 <rev x4

2x3 である．この <rev を逆辞書式順序と呼ぶ．この時，xn <rev · · · <rev x1

が従う．実際はこのような変数の順番で逆辞書式順序は定義されるため，上の定義は，正確には

xn <rev · · · <rev x1 に関する逆辞書式順序というべきである．

単項式順序 <を一つ固定する．多項式 0 ̸= f ∈ K[x]に現れる単項式の中で <に関して最大のも

のを in<(f)で表し，f の <に関する先頭単項式と呼ぶ．イデアル I ⊂ K[x]に対して，

in<(I) := (in<(f) : 0 ̸= f ∈ I) ⊂ K[x]

を I の <に関するイニシャルイデアルという．有限集合 G = {g1, . . . , gr} ⊂ I が <に関する I の

グレブナー基底であるとは，in<(I) = (in<(f1), . . . , in<(gr))が成り立つ時をいう．一般にイデアル



I と単項式順序が与えられれば，そのグレブナー基底は必ず存在し，I を生成することが知られてい

る．一方，G が I を生成していても，グレブナー基底になるとは限らない．

例 2 イデアル I = (x1x2 − x3x4, x1x5 − x6x7) ⊂ K[x1, . . . , x7] と逆辞書式順序 <rev に関して，

{x1x2 − x3x4, x1x5 − x6x7}は I のグレブナー基底ではない．実際，

x5(x1x2 − x3x4)− x2(x1x5 − x6x7) = x3x4x5 − x2x6x7 ∈ I

の先頭単項式 x3x4x5 は (x1x2, x1x5)に属さない．実は，この 2項式を加えた {x1x2−x3x4, x1x5−
x6x7, x3x4x5 − x2x6x7}は I のグレブナー基底となっている．

次に格子凸多面体に付随するトーリックイデアルを定義する．体 K 上のローラン多項式環

K[t±1, s] := K[t±1
1 , . . . , t±1

d , s] を準備する．格子点 a = (a1, . . . , ad) ∈ Zd に対し，ローラン単

項式 ta := ta1
1 · · · tad

d ∈ K[t±1, s] を対応させる．P ⊂ Rd を d 次元格子凸多面体とし，P ∩ Zd =

{a1, . . . ,an}とする．この時，P のトーリック環とは，K[t±1, s]の部分環K[P] := K[ta1s, . . . , tans]

のことをいう．今，全射準同型 π : K[x] → K[P] を π(xi) = tais(1 ≤ i ≤ n) で定義し，その核

IP := ker π ⊂ K[x]を P のトーリックイデアルという．トーリックイデアルは素イデアルであり，
二項式で生成されることが知られている．

格子単体の集合 ∆が P の三角形分割であるとは，次の 3条件を満たす時をいう．

1. P =
∪

F∈∆ F．
2. F ′ が F ∈ ∆の面ならば，F ′ ∈ ∆．

3. F ,F ′ ∈ ∆ならば，F ∩ F ′ は F と F ′ のそれぞれの面となっている．

今，単項式順序 <を一つ固定する．この時，

∆(in<(IP)) :=

{
Conv(A) : A ⊂ P ∩ Zd,

∏
ai∈A

xi /∈
√

in<(IP)

}

を P の <に関するイニシャル複体という．

命題 3 イニシャル複体 ∆(in<(IP))は P の (正則)三角形分割である．

正則三角形分割は元々は幾何的な定義であるが，イニシャル複体によって得られる三角形分割と考え

てもらって良い．三角形分割 ∆が unimodularであるとは，∆の全ての極大単体の体積が 1/d!と

なる時をいう．unimodularな三角形分割の存在は，P にいい性質をもたらす．P が unimodularな

正則三角形分割を持つかどうかはトーリックイデアルを調べることで判定できる．

命題 4 条件 Z((P ∩ Zd)× {1}) = Zd+1 を仮定する．この時，P が unimodularな正則三角形分割

を持つ必要十分条件は，ある単項式順序 <が存在して，
√

in<(IP) = in<(IP)が成り立つことであ

る．つまり，すべての先頭単項式が squarefree(2以上の指数が現れない)なグレブナー基底をもつこ

とである．このようなグレブナー基底を squarefreeグレブナー基底と呼ぶ．

squarefreeグレブナー基底持つかどうかは，計算可換代数において重要な問題である．一方，グレ

ブナー基底が二次の斉次二項式からなるものを見つけることも重要である．このようなグレブナー基



底を二次グレブナー基底と呼ぶ．イデアルが二次グレブナー基底を持てば，その剰余環は Koszulと

なることが知られている．格子多面体の文脈でも，二次グレブナー基底は重要な役割を担う．部分集

合 A ⊂ P ∩ Zd が P の三角形分割 T の non-faceであるとは，Conv(A) /∈ T の時をいう．三角形

分割が flagであるとは，全ての極小 non-faceが 2点からなる時をいう．格子凸多面体が flagな正則

三角形分割を持つかどうかは，二次グレブナー基底を持つかどうかに他ならない．つまり，

命題 5 P が flagな正則三角形分割を持つ必要十分条件は，IP がある単項式順序に対して，二次グ

レブナー基底を持つことである．

このような格子凸多面体の三角形分割とグレブナー基底の関係の出現により，格子凸多面体の研究

は大きな発展を遂げた．グレブナー基底，トーリックイデアル，そしてその格子凸多面体への応用の

詳細は [4, 17]を参照していただきたい．

2 反射的凸多面体とグレブナー基底

格子凸多面体の研究におけるグレブナー基底の応用として，反射的凸多面体の豊富な類の構成があ

る．まず，反射的凸多面体とは何かを見る．

P ⊂ Rd を d次元格子凸多面体とする．Rd の原点が P の内部にある時，集合

P∨ := {y ∈ Rd : ⟨x,y⟩ ≤ 1 for all x ∈ P}

は凸多面体となる．ここで, ⟨x,y⟩ は Rd の通常の内積である．この多面体を P の双対凸多面体と
呼ぶ．一般に，P∨ は格子凸多面体になるとは限らない．例えば，線分 [−2, 2] の双対凸多面体は

[−1/2, 1/2]である．格子凸多面体が反射的であるとは，Rd の原点がその内部にあり，さらにその双

対凸多面体が格子凸多面体となる時をいう．例えば，線分 [−1, 1]は反射的凸多面体である．この反

射的凸多面体は特に代数幾何において重要な性質を持っている．実際，反射的凸多面体は代数幾何に

おける Gorenstein toric Fano varietyと 1対 1に対応しており，その様々な代数幾何的情報を反射

的凸多面体の組合せ論的情報から得ることができる (詳しくは [12]を参照)．

反射的凸多面体の特筆すべき性質として，ある種の有限性が知られている．二つの d次元格子凸多

面体 P,Q ⊂ Rd に対して, P と Qが unimodular同値であるとは，unimodular行列 U ∈ Zd×d，

つまり det(U) = ±1，と格子点 w ∈ Zd が存在して，U により定義される線形写像 fU : Rd → Rd

を用いて Q = fU (P) +wとなるときにいう．ここで v ∈ Rd に対し，fU (v) = vU と定める．この

変換において，格子凸多面体（および対応するトーリック多様体）のほとんど全ての情報は保存され

る．一般に，格子凸多面体の研究において，unimodular 同値な多面体は同じ多面体と考える．今，

次元 dを固定する．反射的凸多面体はその定義から，内部に原点を除いて格子点が存在しない，つま

りちょうど１個の格子点を内部に含むことが従う．この性質と [10]の結果から，d次元反射的凸多面

体は unimodular同値なものを除いて，高々有限個しか存在しないことが導かれる．さらに低次元の

反射的凸多面体の分類が行われている．実際，1次元は 1個，2次元は 16個の反射的凸多面体が存

在することが理論的に証明されており，分類アルゴリズムの開発により，計算機を使って，3次元で

4319個，4次元では 473800776個もの反射的凸多面体が存在することが知られている．しかし，そ

の量の多さから，5次元以上の高次元の反射的凸多面体の分類はほぼ不可能である．よって，高次元



の，特に，ある”良い”性質を持った反射的凸多面体の豊富な類の構成は重要な問題の一つである．こ

の問題の一つの方針が，グレブナー基底を用いた反射的凸多面体の構成である．実際，三角形分割の

観点から次の結果が従う．

命題 6 P ⊂ Rd を内部に原点を含む d 次元格子凸多面体とする．もし P が unimodular な三角形

分割で，そのすべての極大単体が原点を含むものを持てば，P は反射的凸多面体である．

この命題をグレブナー基底の観点から考えると，次のような”使いやすい”結果が得られる．

命題 7 P ⊂ Rd を内部に原点を含む d 次元格子凸多面体で，条件 Z((P ∩ Zd) × {1}) = Zd+1 を

満たすものとし，xn を原点に対応する K[x]の変数とする．もし IP の逆辞書式順序 <rev に関する

squarefreeグレブナー基底が存在すれば，P は反射的凸多面体である．特に P は unimodularな正

則三角形分割を持つ．

これらの命題を使って，様々な高次元の unimodularな正則三角形分割を持つ反射的凸多面体の豊富

な類が構成されている (例えば [7, 8])．一方，この手法は反射的凸多面体が unimodularな正則三角

形分割を持つ時にしか使えない．そこで，[11]では，行列等の線形代数のテクニックを使い，高次元

の反射的凸多面体の豊富な類の構成に成功している．

unimodularな正則三角形分割を持つ反射的凸多面体は，数え上げ数学において，非常に良い性質

を持つ．次の章ではその性質について紹介する．

3 格子凸多面体の δ 多項式とその unimodal性

P ⊂ Rd を d次元格子凸多面体とする．この時，δ(P, t)を次の公式で定義する．

δ(P, t) := (1− t)d+1

1 +∑
k≥1

|kP ∩ Zd|tk
 .

ここで kP := {kx : x ∈ P}である．この時，δ(P, t)は tに関する，高々 d次の多項式になることが

知られており，δ(P, t) = δ0 + δ1t + · · · + δdt
d は P の δ 多項式と呼ばれている．δ 多項式について

以下のことが知られている．

• δ0 = 1, δ1 = |P ∩ Zd| − (d+ 1), δd = |(P \ ∂P) ∩ Zd|．
• δi ∈ Z≥0．

• δ(P, 1) = δ0 + · · ·+ δd は P の正規化体積，つまり (通常の体積) ×d!に一致する．

上記のように δ 多項式は格子凸多面体の様々な情報を持っており，その性質の研究は非常に重要であ

る．δ 多項式に関する標準的な教科書として [1]をあげておく．

今，f =
∑d

i=0 ait
i を d次の非負実係数多項式とする．この時，

• f が real-rootedであるとは，f の全ての根が実数の時をいう．

• f が lon-concaveであるとは，a2i ≥ ai−1ai+1 が全ての iに対して成り立つ時をいう．

• f が unimodalであるとは，ある k に対して，a0 ≤ a1 ≤ · · · ≤ ak ≥ · · · ≥ ad が成り立つ時



をいう．

一方，f が回帰的であるとは，ai = ad−i が全ての iに対して成り立つ時をいう．さらに回帰的な f

が γ-positiveであるとは，ある γ0, γ1, . . . , γ⌊d/2⌋ ≥ 0が存在して，f =
∑

i≥0 γit
i(1 + t)d−2i が成

り立つ時をいう．また
∑

i≥0 γit
i を f の γ 多項式と呼ぶ． この時，f が real-rootedであることと，

その γ 多項式が real-rooted であることは同値である．f に関する上記の性質はそれぞれ関係があ

り，実際 f が回帰的であれば，次の図式が成立する:

log-concave3;
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δ 多項式がいつ上記のような性質を持つかを調べることは，格子凸多面体の研究において重要な研究

の一つである．

一方，反射的凸多面体は δ 多項式によって特徴付けることができる．実際，P が反射的凸多面体
（に unimodular同値）であることと，その δ多項式が d次かつ回帰的であることは同値である ([5])．

反射的凸多面体の δ 多項式がいつ unimodalとなるかという研究は，格子凸多面体の研究における流

行の一つとなっている．

反射的凸多面体の δ 多項式の unimodal性についての強力な結果が知られている．

定理 8（[2, Bruns-Römer]） 反射的凸多面体が unimodularな正則三角形分割を持てば，その δ多項

式は unimodalである．

この結果により，いつ反射的凸多面体が unimodularな正則三角形分割を持つか，また unimodular

な正則三角形分割を持つ反射的凸多面体を構成する研究が盛んに行われている．しかし，δ 多項式に

対し，unimodal性より強い性質についての研究は多くない．δ 多項式のような数え上げに関する多

項式の real-rooted性について以下のような予想があった．

予想 9（Real Root予想） flag generalized homology shpereの h多項式は real-rootedである．

詳しい定義は述べないが，flag generalized homology sphere とはある代数的および幾何的性質

を持った単体的複体であり，その h 多項式はその面の数え上げに関する多項式，実際は付随する

Stanley-Risner 環の h 多項式のことである．また generalized homology sphere は Gorenstein∗

複体とも呼ばれている．しかし，Real Root予想は Ś. Galにより反例が与えられた．一方，その反

例を与える過程で，次の予想が提唱された [3]．

予想 10（Gal予想） flag generalized homology shpereの h多項式は γ-positiveである．

一方，反射的凸多面体の δ多項式と flag generalized homology sphereの h多項式には次のような

関係がある．



命題 11 P ⊂ Rd を d 次元の反射的凸多面体とする．もし P が unimodular かつ flag な正則三角

形分割で，その全ての極大単体が原点を含むものを持てば，P の δ 多項式は，ある flag generalized

homology sphereの h多項式と一致する．

したがって，命題 7の条件を「squarefree二次グレブナー基底」に変えると，上の命題の条件を満た

すことになる．本稿では，unimodularな正則三角形分割を持つ反射的凸多面体の新しい豊富な類を

与え，上の二つの予想について議論する．

4 二部グラフに付随する反射的凸多面体

格子凸多面体の構成を考える時，他の組合せ論的対象，例えばグラフなどから構成することが多々

ある．そうやって構成した多面体の情報は，元となった組合せ論的対象の情報から得られることが多

い．一つ，そのようにしてできた多面体の類を紹介する．G を [d] := {1, . . . , d} 上の有限単純グラ
フ，つまりループや多重辺がない無向グラフとし，E(G)をその辺集合とする．今，PG を集合

{ei + ej : {i, j} ∈ E(G)}

の凸閉包と定義する．ここで e1, . . . , ed は Rd の標準基底である．この多面体を Gの辺凸多面体と

呼ぶ．この辺凸多面体は付随するトーリック環についての研究が盛んに行われており，様々な貴重

な例を可換環論および格子凸多面体の理論に与えている (例えば [6, 13, 14, 15])．特に [14] では，

unimodularな非正則三角形分割を持つが，unimodularな正則三角形分割を持たない格子凸多面体

という驚くべき例の発見につながっている．

本稿では，この辺凸多面体と関連させて，以下の凸多面体を考える．今，BG を集合

{±e1, . . . ,±ed} ∪ {±ei ± ej : {i, j} ∈ E(G)}

の凸閉包と定義する．この時，BG は d次元格子凸多面体であり，原点をその内部に含み，さらに辺

凸多面体 PG をその極大面に持つ．この関係から，BG は PG の性質に大きく影響されており，実際，

様々な代数的性質は PG と同じものを持つ．特に，IBG
のグレブナー基底は IPG

のグレブナー基底

から構成することが可能である．命題 7の条件を満たすグレブナー基底の存在を考えることで，以下

の結果が証明できる．

定理 12（[16]） Gを有限単純グラフとする．この時，次は同値である．

• BG は反射的凸多面体である．

• BG は unimodularな正則三角形分割を持つ反射的凸多面体である．

• Gは二部グラフである．

さらに Gが二部グラフの時，次は同値である．

• BG は flagかつ unimodularな正則三角形分割を持つ．

• Gの長さ 6以上のサイクルは弦を持つ，つまり弦二部グラフである．

特にこの時，BG の δ 多項式は，ある flag generalized homology sphereの h多項式と一致する．



Gが二部グラフの時の IBG
のグレブナー基底の形はここでは記載しない．興味のある方は [16]を参

照してほしい．この結果から，BG が反射的であれば，unimodularな正則三角形分割を持つ．よっ

てその δ 多項式は回帰的かつ unimodal である．最後の章では，この δ 多項式の real-rooted 性と

γ-positive性について議論する．

5 δ(BG, t)の γ-positive性と内部多項式

Hypergraph H = (V,E)は，頂点集合 V = {v1, . . . , vm}と hyperedgeの集合E = {e1, . . . , en}
からなるものである．この時，hypergraph Hを二部グラフ BipHに対応させることができる．ここ
で，BipHは頂点分割 V ∪E で，もし vi ∈ ej なら {vi, ej}が辺となる二部グラフである．今，BipH
は連結であると仮定する．H の hypertreeは関数 f : E → {0, 1, . . .}で，BipH の spanning tree

Γが存在して，各 hyperedge e ∈ E に対応する頂点の Γにおける次数が f(e) + 1となるもののこと

である．BH をHのすべての hypertreeの集合とする．Hyperedge ej ∈ E が hypertree f ∈ BH に

関して，internally activeであるとは，f ′ ∈ BH と，ある整数 j′ < j で

f ′(ei) =


f(ei)− 1, (i = j),

f(ei) + 1, (i = j′),

f(ei), (otherwise)

となるものが存在しない時をいう．Hyperedgeが internally activeでない時，internally inactive

であると呼び，ι(f)を hypertree f ∈ BH に関して internally inactiveな hyperedgeの個数とする．

この時，Hの内部多項式とは，
IH(t) =

∑
f∈BH

tι(f)

のことをいう．もし G = BipH であれば，IG(t) = IH(t)と表記する．内部多項式は [9]において，

Kálmánによって導入された．もし H がグラフで T (x, y)をその Tutte多項式とすれば，内部多項

式は t|V |−1T (1/t, 1)に一致する．内部多項式は Tutte多項式の hypergraphへの一般化として考え

られた．

この内部多項式を用いることで，Gが二部グラフの時，BG の δ 多項式の公式を与えることができ

る．特にその公式より，δ(BG, t)は γ-positiveであることが従う．Gを頂点分割を V1 ∪ V2 = [d]と

する二部グラフとする．この時，Ĝを辺集合を

E(Ĝ) = E(G) ∪ {{i, d+ 1} : i ∈ V1} ∪ {{j, d+ 2} : j ∈ V2 ∪ {d+ 1}}

とする [d+ 2]上の連結二部グラフと定義する．

定理 13（[16]） Gを [d]上の二部グラフとする．この時，

δ(BG, t) = (t+ 1)dIĜ

(
4t

(t+ 1)2

)
となる．特に δ(BG, t) は γ-positive である．また δ(BG, t) が real-rooted になる必要十分条件は

IĜ(t)が real-rootedになることである．



上の結果より，BG は反射的凸多面体であれば，その δ 多項式は常に γ-positive となることがわ

かった．しかし，real-rootedになるとは限らない．最後にその例について紹介する．

例 14 Gを次の二部グラフとする．
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この時，Ĝの内部多項式は

IĜ(t) = 3t8 + 86t7 + 658t6 + 1946t5 + 2534t4 + 1420t3 + 336t2 + 32t+ 1

となる．一方，IĜ(t)は −1.85884± 0.149768iをその根にもつ（ただしこれは近似した値）．よって，

IĜ(t)は real-rootedではない．したがって，定理 13より，δ(BG, t)も real-rootedではない．実際，

BG の δ 多項式は

δ(BG, t) = (t+ 1)17IĜ

(
4t

(t+ 1)2

)
= t17 + 145t16 + 7432t15 + 174888t14 + 2128332t13 + 14547884t12 + 59233240t11

+148792184t10 + 234916470t9 + 234916470t8 + 148792184t7 + 59233240t6

+14547884t5 + 2128332t4 + 174888t3 + 7432t2 + 145t+ 1

であり，−3.88091± 0.18448iと −0.257091± 0.0122209iをその根に持つ（ただしこれは近似した

値）．また，この二部グラフ Gは弦二部グラフとなっている．よって，この例は Real Root予想の反

例にもなっている．
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