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2015 年に G. Chinta 氏, J. Jorgenson 氏 及び A. Karlsson 氏らによって有限とは限らない頂
点推移グラフに対して, 伊原ゼータ函数が定義され, その伊原の公式が示された. 本講演では, より
一般に, 頂点推移とは限らないグラフに対して, 彼らと同じアイデアを用いて伊原ゼータ函数及び
Bartholdiゼータ函数を定義し, その伊原の公式を紹介する.

序
古くからグラフの性質とグラフの不変量との関連について様々な研究がなされてきた. その中で
もスペクトルグラフ理論と呼ばれる分野は, グラフの性質とグラフの一つの不変量であるラプラシ
アンのスペクトルとの関連に焦点を当てた分野である. 本講演では特に, グラフの性質とグラフの
ラプラシアンのスペクトルとの関連について, 整数論的な側面について調べることを主題とする.

有限グラフに対するゼータ函数
グラフ X = (VX,EX)を連結単純グラフとし, グラフ X のラプラシアンを ∆X と表す. 有限グ
ラフ X に対して, グラフの性質の中でもグラフの閉測地線とグラフのラプラシアンのスペクトル
との関連について良く調べられている. その関連を表す一つの等式が, 本講演の主題である伊原の
公式と呼ばれる公式である. 有限グラフ X に対する伊原ゼータ函数とは, 次で定義されるゼータ函
数である:

ZX(u) = exp

( ∞∑
m=1

Nm

m
um

)
.

ここで, Nm はグラフ X における長さ mの閉測地線の個数を表す. このタイプのゼータ函数はも
ともと 1966年に伊原康隆氏により整数論の文脈において, セルバーグ型のゼータ函数として導入
された (cf. [15]). その後, 有限グラフのおいても同様にゼータ函数が定義されると J. P. Serre氏
により示唆され, 砂田利一氏, 橋本喜一朗氏, H. Bass 氏らにより研究が進められた (cf. [2], [10],

[11], [12], [13], [14], [16], [18], [19], [20]). 伊原ゼータ函数に対して, 次の公式が有名かつ重要な公
式である ([21]):

ZX(u)−1 = (1− u2)−χ(X) det
(
I − u(DX −∆X) + u2(DX − I)

)
.
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ここで, X のオイラー標数を χ(X) と表し, valency operator と呼ばれる作用素を DX と表した.

特に, X が (q + 1)-正則グラフである場合, この公式は次のように表すことができる:

ZX(u)−1 = (1− u2)
1
2n(q−1)

∏
λ∈σ(∆X)

(1− (q + 1− λ)u+ qu2)m(λ).

ここで上において, 頂点集合の濃度を n, ラプラシアン ∆X のスペクトルを σ(∆X), 固有値 λ の
重複度を m(λ)と表した. この公式は本質的には伊原康隆氏により 1966年に示された公式である
([15]). またこの公式はグラフの閉測地線とラプラシアンのスペクトルとの関連を明示的に表して
おり, ラプラシアンのスペクトルの整数論的な性質を表す一つの等式であると言える. このような
タイプの等式のことを本講演では, 伊原タイプの公式と呼ぶ.

その後, 1999年に L. Bartholdi氏により次のようなゼータ函数が導入された ([1]):

ZX(u, t) = exp

( ∑
C∈C

1

ℓ(C)
tcbc(C)uℓ(C)

)
.

ここで, X における閉路全体の集合を C, 閉路 C の長さを ℓ(C), cyclic bump countを cbc(C)と
表した. このゼータ函数は Bartholdiゼータ函数と呼ばれている. Bartholdiゼータ函数において,

t = 0とすると伊原ゼータ函数となることから, これは伊原ゼータ函数の一つの一般化である. さら
に, Bartholdiゼータ函数に対して次の公式が知られている ([1]):

ZX(u, t)−1 =
(
1− (1− t)2u2

)−χ(X)

× det
(
I − u(DX −∆X) + (1− t)u2(DX − (1− t)I)

)
.

特に, X が (q + 1)-正則グラフである場合, この公式は次のように表すことができる:

ZX(u)−1 = (1− (1− t)2u2)
1
2n(q−1)

∏
λ∈σ(∆X)

(1− (q + 1− λ)u+ (q + t)(1− t)u2)m(λ).

この公式はグラフの閉路とラプラシアンのスペクトルとの関連を明示的に表しており, この公式も
ラプラシアンのスペクトルの整数論的な性質を表す一つの等式であると言える. このようなタイプ
の等式のことを本講演では, Bartholdiタイプの公式と呼ぶ.

より一般のグラフに対するゼータ函数
この節では, グラフ X = (VX,EX)を高々可算個の頂点を持ち, 頂点次数が有界であるグラフと
し, 前節と同様に X のラプラシアンを ∆X と表す. 近年このような有限とは限らないグラフに対
して, 様々なゼータ函数が考案されている (cf. [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9], [17]). その中でも [3]に
おいて, G. Chinta氏, J. Jorgenson氏, A. Karlsson氏らは頂点推移である (q + 1)-正則グラフX

及び頂点 x0 に対して, 次のようなゼータ函数を導入した:

ZX(u, x0) =

( ∞∑
m=1

Nm(x0)

m
um

)
.

ここで, 頂点 x0 を始点とする長さが mの閉測地線の個数を Nm(x0)と表した. 本講演では, これ
も伊原ゼータ函数という. 上において, グラフ X は頂点推移, すなわち, グラフ X の自己同型群



Aut(X)が頂点集合 VX に推移的に作用することから, ZX(u, x0)は x0 に依存しない. [3]におい
て, G. Chinta氏, J. Jorgenson氏 及び A. Karlsson氏らはこのゼータ函数に対して, 次の公式を
証明した:

ZX(u, x0)
−1 = (1− u2)

q−1
2 exp

(∫
σ(∆X)

log(1−
(
(q + 1)− λ

)
u+ qu2)dµx0,x0

(λ)

)
.

ここで, ラプラシアン ∆X のスペクトル測度を E と表したとき,

dµx0,x0
(λ) := d⟨E(λ)δx0

, δx0
⟩

と表した. この公式は頂点 x0 を始点とする閉測地線とラプラシアンのスペクトルとの関連を表し
ており, この公式も伊原タイプの公式であるということができる.

本講演では, 高々可算個の頂点を持ち, 頂点次数が有界である単純グラフに対して, [3]と同じア
イデアを用いて伊原ゼータ函数を定義し, その伊原タイプの公式を紹介する. また, そのゼータ函数
に対して, L. Bartholdi氏と同じアイデアを用いてゼータ函数を一般化し, その Bartholdiタイプ
の公式も紹介する. 特に, 有限グラフの場合には, これらの公式から, 本稿で紹介した公式を導くこ
とができる. その意味で本講演で紹介する公式はこれまで紹介した公式の一般化にもなっている.
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