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1 導入
ゼータ関数は素数と深く関わっており, 特に零点と素数についてはリーマンの明示

公式により明確な関係が存在することがわかっている. また, メビウス関数 µ(n)もエ
ラトステネスの篩の原理をはじめとして素数を考える際に重要な関数であることが知
られている. ここでメビウス関数とは

µ(n) =


1 if n = 1,

(−1)k if nが相異なる k個の素数の積,

0 if nが平方因子をもつ

で定義される数論的関数である. また, メビウス関数の和関数M(x) =
∑
n≤x

µ(n)につ

いても素数に関するリーマンの明示公式と対応するような明示式と同様の明示公式

M(x) = lim
ν→∞

∑
|Imρ|<Tν

xρ

ρζ ′(ρ)
− 2 +

∞∑
n=1

(−1)n−1(2π/x)2n

(2n)!nζ(2n+ 1)
(1.1)

がリーマン予想と非自明零点の重複度が全て 1位 1 であるという仮定の下で示され
た. ただし, 上記の最初の和はリーマンゼータ関数の非自明な零点 ρに関する和であ
り, ν → ∞のとき Tν → ∞となるある数列に対する和である. さらに, Bartzにより
リーマン予想の仮定を外しても, 数列 Tνにある条件を加えることで式 (1.1)が成り立
つことが示されている [1]. ここで, 式 (1.1)の零点の和に関する項に注目するとこの
明示公式からメビウス関数を調べるためには ζ ′(ρ)が重要であることがわかる. その
ため, これに関しては多くの研究が行われている. 特に, この ζ ′(ρ)和についての評価
の研究に関する一つの目標となる次の予想がGonek [3]とHejhal [4]により独立に提
起された.

1リーマン予想が 2017年 12月時点で未解決問題であることは周知の事実であろう. また, リーマン
ゼータ関数の非自明零点が全て 1位であるということも未解決な問題の一つであり 2017年 12月現在
では未解決な問題である.



予想 1 (Gonek-Hejhal予想). リーマンゼータ関数の非自明零点の重複度が全て 1位で
あると仮定する. このとき, λ > −3

2
に関して

Jλ(T ) :=
∑

0<γ≤T

|ζ ′(ρ)|2λ ≍ T (log T )(λ+1)2 .

このGonek-Hejhal予想の解決のためには零点分布に関する詳細な情報が必要であ
る. そして, 現在知られている零点分布のいくつかの結果や数値計算と比較した際に,

この評価は非常に鋭い不等式を予想していることがわかる. また, そのような強い不
等式でるので応用もいくつかある. 例えば, Ngは [8]で, このGonek-Hejhal予想下で
M(x)の非常によい評価を与えている.

今回の研究はこの零点での導関数の和がディリクレL関数ではどうなるのかという
ところに焦点を置く. 以上のGonek-Hejhal予想のようなリーマンゼータ関数の話を
ディリクレL関数へと拡張することは一般の素数を等差数列中の素数の話へと拡張す
ることを意味している.

2 結果
次の結果はGaravと Sankaranarayananによりリーマンゼータ関数の場合に得られ

た結果をディリクレ L関数に拡張した定理である.

定理 1. χを法を qとする原始ディリクレ指標とする. 今, L(s, χ)の全ての零点の重
複度が 1位であると仮定する. このとき, T > T0(q) > 0に対して∑

|γ|≤Tν

1

L′(ρ, χ)
=

Tν

π
+O

(
exp

(
C(log log T )2

))
をみたすTν ∈ [T/2, T ]が存在する. ただし, T0(q)はqのみに依存する十分大きな定数で
あり, 和についてはL(s, χ)の s = 0, 1

2
を除く零点 ρ = β+ iγで−3/4 < β < 1, |γ| ≤ T

をみたす零点全体を走る和としている. 特に, T > T0(q) > 0に関して∑
0≤γ≤T

1

|L′(ρ, χ)|
≫ T (2.1)

も成り立つ.

上記の結果は以下のRamachandraと Sankaranarayananの 2人により示された ζ(s)

に関する臨界領域内の水平線上での一様な下からの評価をディリクレL関数に拡張す
ることで得ることができる. その拡張が以下の結果である.

定理 2. α ≥ 20である定数とし, T ≥ T0(α) > 0, Q ≥ 1とする. ただし, T0(α)は αに
のみ依存する十分大きな定数とする. このとき,

min
T≤t≤(να(Q)+1)T

max
1
2
≤σ≤2

χ∈S(Q)

|L(σ + it, χ)|−1 ≤ exp(C(α)(log log(QT ))2) (2.2)



が成り立つ. ただし, S(Q)は法がQ以下の原始ディリクレ指標全体の集合とし, C(α) >

0は αのみに依存する定数で,

να(Q) =

{
1 if Q ≤ (log(T ))α/4,

Q2 if Q > (log(T ))α/4

である.

この定理 2の証明は省略する. 方針だけを少し述べると, Montgomeryによる実部
が 1/2付近の零点密度定理 [7]を用いて零点が近くにないような領域上でディリクレ
L関数の対数微分を複素解析を用いて評価をすることで証明できる.

この定理は指標についても一様な評価していることも注意しておきたい. 指標につ
いて一様に (2.2)のような評価 T ε-オーダーをもつ水平線を取ると, そこで指標につい
て和や積を取っても T ε-オーダーを持つことがわかり, 複素解析を行う上ではよい評
価を得ることができる. 例えば, 等差数列へと応用するためには指標の和を考えたい
のだが, 指標に依存して (2.2)のような評価ができる場所が変わってしまうと都合が悪
い. しかし, 指標について一様に評価をすることでそのような状況は回避できる. ま
た, ディリクレL関数の積を考えることでアーベル拡大な代数体のデデキントゼータ
関数を表すことも知られており, そちらへの応用も指標について一様に評価している
から可能となる. それが次の系である.

系 1. α ≥ 20である定数とし, T ≥ T0(α) > 0とする. また, K/Qをアーベル拡大で
KmをK ⊂ Kmをみたす最小の円分体とする. このとき,

min
T≤t≤(να(m)+1)T

max
1
2
≤σ≤2

|ζK(σ + it)|−1 ≤ exp(mC(α)(log log(mT ))2)

が成り立つ.

また, このことから次のデデキントゼータ関数の導関数の零点での和についての評
価も得ることができる.

定理 3. K を代数体でQ上アーベル拡大なものとする. 今, ζK(s)の全ての非自明零
点の重複度が 1位であると仮定する. このとき, T > T0(K) > 0に対して∑

|γ|≤Tν

1

ζ ′K(ρ)
=

Tν

π
+O

(
exp

(
C(log log T )2

))
をみたす Tν ∈ [T/2, T ]が存在する. ただし, T0(K)はKのみに依存する十分大きな定
数であり, 和については ζK(s)の零点 ρ = β + iγで−3/4 < β < 1, |γ| ≤ T をみたす零
点全体を走る和としている. 特に, T ≥ T0(m) > 0に関して∑

|γ|≤Tν

1

|ζ ′K(ρ)|
≫ T (2.3)

も成り立つ.



評価 (2.1)と (2.3)はGonek-Hejhal予想の λ = −1/2の場合に関する下からの評価
を求めた結果である. これはリーマンゼータ関数の場合の結果 [2]と同等の結果であ
る. Gonek-Hejhal予想によるとリーマンゼータ関数の場合の真なる評価は T ではなく
T (log T )1/4まで評価できることが望ましい. しかし, これはリーマンゼータ関数の場
合でも未だにこの評価までは到達しておらず, それはリーマン予想を仮定しても現在
できていない. また, Gonek-Hejhal予想のディリクレL関数やデデキントゼータ関数
での類似が成り立つか, という問題はは代数体のメビウス関数や等差数列上でのメビ
ウス関数を考えた際への応用があることから重要な問題となる. しかし, それに関し
て言及している文献は筆者の知るところでは無く, 今回の結果はその類似への拡張の
きっかけの一つとなればと期待して行った研究である.

注意 1. 系 1はアーベル拡大に制限した下からの評価に対する結果である. この結果
を一般の代数体へ拡張することは難しいように思う. その理由としてはディリクレ L

関数に関する定理 2の証明は零点密度定理が非常に重要な役割を果たす. そしてQ上
のアーベル拡大体Kはディリクレ L関数の零点密度定理により充分な零点密度の結
果を得ることができそこから証明することも可能である. しかし, 一般の代数体に関
する零点密度定理はほとんど何も知られていない. 唯一とも言える参考文献としては
Heath-Brown による [5] であるがこの結果は臨界線上 σ = 1/2付近では非常に悪い評
価しか得られていないものとなっている.

3 定理 1の証明
この節では定理 1の証明を述べる. 定理 1の証明は定理 2を用いることで割と簡単

に示すことができる.

定理 1の証明. χを法が qの原始ディリクレ指標とする. 今, 定理 2を α = 20として
適用する. このとき, T > T0(q) > exp

(
q1/5
)
として, Tν ∈ [T, 2T ]で 1/2 ≤ σ ≤ 2に関

して一様に

|L(σ + iTν , χ)|−1 ≤ exp(C(log log T )2) (3.1)

が成り立つものが取れる.

また, ディリクレL関数の関数等式により, |L(s, χ)| ≍ (qt)1/2−σ|L(1− s, χ)|が成り
立つことから−1 ≤ σ ≤ 2でも一様に不等式 (3.1)は成り立つ. 今, 留数定理により

∑
|γ|<Tν

1

L′(ρ, χ)
=

1

2πi

(∫ 2+iTν

2−iTν

+

∫ −3/4+iTν

2+iTν

+

∫ −3/4−iTν

−3/4+iTν

+

∫ 2−iTν

−3/4−iTν

)
ds

L(s, χ)
+Oq(1)

が成り立つ. ただし, s = 0, 1
2
で L(s, χ)が零点を持つ場合, それは Oq(1)に吸収され

る. ここで, ∣∣∣∣∫ 2±iTν

−3/4±iTν

ds

L(s, χ)

∣∣∣∣≪ exp(C(log log T )2)



であり, |L(−3/4 + it, χ)|−1 ≪ (|t|+ 1)−5/4なので,∣∣∣∣∣
∫ −3/4+iTν

−3/4−iTν

ds

L(s, χ)

∣∣∣∣∣≪ 1

が成り立つ. そして,

1

2πi

∫ 2+iTν

2−iTν

ds

L(s, χ)
=

1

2π

∫ Tν

−Tν

∞∑
n=1

µ(n)χ(n)

n2+it
dt =

Tν

π
+

1

2π

∞∑
n=2

µ(n)χ(n)

n2

∫ Tν

−Tν

n−itdt

=
Tν

π
+O

(
∞∑
n=2

1

n2 log n

)
=

Tν

π
+O(1)

となる. 従って, ∑
|γ|<Tν

1

L′(ρ, χ)
=

Tν

π
+O

(
exp

(
C(log log T )2

))
が成り立つ. 特に,∑

|γ|≤2T

1

|L′(ρ, χ)|
≥
∑

|γ|<Tν

1

|L′(ρ, χ)|
≥

∣∣∣∣∣∣
∑

|γ|<Tν

1

L′(ρ, χ)

∣∣∣∣∣∣≫ T

となる. 従って, 定理 1が導かれる.
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