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概要

Stiefel-Whitney ホモロジー類は Sullivan によって特異空間に対して定義された特性類で

あり，空間上の構成的関数関手からホモロジー関手への自然変換に一般化されることが知られ

ている．本研究ではこの特性類を，有限ポセットと有限圏を対象に証明も含めて組合せ論的に

再構成した．さらに，これをパーシステントホモロジーの文脈に一般化し，「パーシステント

Stiefel-Whitney ホモロジー類」を構成した．

1 はじめに

可微分多様体の重要な不変量として，特性類というコホモロジー類が可微分多様体の接束に対し

て定義されることが知られているが*1，接束が定まらない特異空間に対しても，その空間のあるホ

モロジー類として特性類を定義できることがある. このうちで最初のものが Sullivan が mod. 2

オイラー空間*2に対して定義した Stiefel-Whitney ホモロジー類である [6] *3．以下，これを単に

「Stiefel-Whitney 類」と呼ぶ．

本研究では，この Stiefel-Whitney 類を有限ポセット（有限半順序集合）に対して定義した．ま

た，特異空間の特性ホモロジー類は空間上のある関手からホモロジー関手への自然変換として捉え

られることが知られているが（c.f. [5]），我々の理論でもポセット（の順序複体）上の「よい」構成的

関数がなす関手 Feu を構成することで，ポセット上の Stiefel-Whitney 類を Feu からホモロジー

関手 H∗ への自然変換に一般化している．このように自然変換に一般化された Stiefel-Whitney 類

を特に「Stiefel-Whitney 類変換」と呼ぶことにする．（第 2節）

有限圏は一般に有限ポセットより複雑な構造を持つ対象であるが，ある仕方で有限ポセットを
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*1 例えば [4]を参照されたい．
*2 実代数的集合や実解析的集合がその例になっている．
*3 特異空間のホモロジーに値を取るこの種の特性類についての包括的なサーベイとしては [5]が挙げられる．日本語の
文献としては，[10, 12, 9] がある．Stiefel-Whitney ホモロジー類については，[13] の最終章にも簡単な紹介があ
る．



対応させることにより，有限圏に対する Stiefel-Whitney 類変換を定義することができる．（第 3

節）*4

以上の応用として，近年位相的データ解析の基礎理論として活発な研究がなされているパーシス

テントホモロジー理論に適合する仕方で Stiefel-Whitney類変換を一般化した．（第 4節）

また，本稿ではその実装の詳細については触れないが，ポセットのホモロジー群及びオイラーポ

セットの Stiefel-Whitney類を計算する，第二著者による C++プログラム [2]がある．

以下，ポセットと圏は特に断らない限り有限のもののみを考える．ポセットや圏の定義及び単

体複体のホモロジー論，パーシステントホモロジー理論についての知識は仮定した．単体複体の

ホモロジー論については [8]などのトポロジーの教科書を，パーシステントホモロジーについては

[1, 7, 14]を参照されたい．

2 ポセット上の Stiefel-Whitney類変換

2.1 ポセット上の構成的関数

ポセット P に対し，その非空な全順序部分集合すべてからなる集合は抽象単体複体の構造

を持つ．これを順序複体 (order complex) と言い，∆(P ) で表す．∆(P ) の単体（すなわち P

の全順序部分集合）σ に対し，その次元を dimσ := #σ − 1 と定義し，ポセット P の次元を

dimP := max{dimσ |σ ∈ ∆(P )}と定義する．ポセット P の重心細分 (barycentric subdivision)

を Sd(P ) := (∆(P ),≺)で定める．ここで ≺は単体間の面関係 (face relation)，すなわち P の全

順序部分集合間の包含順序関係である．また，順序複体 ∆(P )の重心細分を ∆2(P ) := ∆(Sd(P ))

で定義する．帰納的に，Sdk(P )と∆k(P )が定義される．

Rを単位元を持つ可換環とする．ポセット P 上の R-構成的関数 (R-constructible function)と

は，関数 α : ∆(P ) → Rのことであり，このような関数の集合を F(P ;R)と書く（Rが文脈から

明らかなときは単に F(P )と書くこともある）．F(P ;R) には，R の演算から自然に R-代数の構

造が入る．σ ∈ ∆(P )に対し，11σ を σ に対して 1を，その他の単体に対しては 0を対応させるよ

うな関数とすると，{11σ}σ∈∆(P ) は F(P ;R) の基底になる．すなわち，任意の構成的関数 α は，

mσ ∈ Rを用いて
α =

∑
σ∈∆(P )

mσ11σ

と一意に書ける．また，∆(P )の部分集合 S ⊂ ∆(P )に対して

11S :=
∑
σ∈S

11σ

と定める．

f : P → Q をポセット間の順序を保つ写像とする（このような写像を以下「ポセット間の射」と

*4 第 2節及び第 3節の内容は，基本的に第二著者による修士論文 [11]に基づいている．



呼ぶ）．f の押し出し (pushforward)f∗ : F(P ;R) → F(Q;R)を以下の線形拡張により定義する．

f∗(11σ) := (−1)dimσ−dim f(σ)11f(σ)

Posetsfin を有限ポセットとポセット間の射がなす圏，ModR を R-加群と加群準同型がなす圏と

すると，この対応により F(−;R) : Posetsfin → ModR は共変関手となる．

2.2 ポセット上のオイラー標数積分

構成的関数に対してはそのオイラー標数積分 (Euler integral)が定義できる．与えられた部分集

合 S ⊂ ∆(P )と α ∈ F(P )に対して，αの S 上でのオイラー標数積分は以下で定義される：∫
S

α :=
∑
σ∈S

(−1)dimσα(σ) ∈ R.

特に，11∆(P ) : ∆(P ) → Z ∈ F(P ;Z)に対しては以下が成り立つ．∫
∆(P )

11∆(P ) =
∑

σ∈∆(P )

(−1)dimσ = χ(∆(P ))

ここで，χ(∆(P )) は抽象単体複体 ∆(P ) のオイラー標数であり，その定義はまさに∑
σ∈∆(P ) (−1)dimσ である．また，α ∈ F(P ;R) のオイラー標数積分は以下のようにも書

けることが簡単にわかる． ∫
S

α = pt∗(α · 11S) ∈ F(pt;R) ∼= R.

ここで，pt : P → ptはポセット P から一点ポセット ptへの唯一の写像とする．

2.1節で定義したポセット間の射 f : P → Qの押し出しは，オイラー標数積分を用いて以下のよ

うにも書ける．

f∗(α)(σ) = (−1)dimσ

∫
f−1(σ)

α (σ ∈ ∆(Q))

オイラー標数積分についてはフビニの公式が成り立つ．

命題 2.1 ポセット間の射 f : P → Qと α ∈ F(P )に対し， 以下が成り立つ．∫
∆(P )

α =

∫
∆(Q)

f∗α

2.3 ポセットの Stiefel-Whitney類変換

2.3.1 ポセットのオイラー性

ポセット P 上の構成的関数に対する絡み作用素 (link operator) ΛR : F(P ;R) → F(P ;R)を以

下で定義する．
ΛR(11σ) := (1 + (−1)dimσ−1)11σ + (−1)dimσ−111Bd(σ).



ここで Bd(σ) := { τ ∈ ∆(P ) | τ ≺ σ，τ ̸= σ}であり，σ の境界を意味する．ΛR は F(−;R)上

の自然変換になっている．

定義 2.2 ポセット P が R-オイラーであるとは，ΛR(11∆(P )) = 0であることをいう．

註 2.3 R = Z2 と取ると，P が Z2-オイラーであることは，その順序複体 ∆(P )が Z2-オイラー

空間であること，すなわち任意の σ ∈ ∆(P )に対して，

χ(lk∆(P )(σ)) ≡ 0 (mod.2)

となることと同値．ここで，単体複体K と τ ∈ K について，τ のK におけるリンクは，

lkK(τ) := {ρ ∈ K | ρ ∩ τ = ∅, ρ ∪ τ ∈ K}

と定義される．

Z2-オイラー性については以下の同値な条件がある．

補題 2.4 ポセット P についての以下の 3つの条件は同値である．

(a) Z2-オイラーである．

(b) ∆(Sd(P ))の各 q − 1単体 τ に対して τ ≺ σ なる q 単体 σ ∈ ∆(Sd(P ))の数が偶数である．

(c) P の任意の頂点 v と任意の頂点のペア v1, v2 について以下が成立する：

P<v := {w ∈ P | v > w}の空でない全順序部分集合が偶数個である．
P>v := {w ∈ P | v < w}の空でない全順序部分集合が偶数個である．
Pv1v2 := {w ∈ P | v1 < w < v2}の空でない全順序部分集合が偶数個である．

Z2-オイラーポセットは「Stiefel-Whitney 類が定義できるポセット」として我々の理論の中

で重要な意味を持つ．Stiefel-Whitney 類を自然変換に拡張するために，[3] における algebraic

constructible function と似た構成により，「オイラー構成的関数」がなす関手 Feu を導入する．

定義 2.5 T を R-オイラーポセット，ϕT : T → P をポセット間の射とし，{(ϕT )∗11∆(T )}ϕT
たち

で生成される F(P ;R)の部分群を Feu(P ;R)と書く． Feu(P ;R)の元を P の R-オイラー構成的

関数と呼ぶ．

α ∈ Feu(P )に対して f∗α ∈ Feu(Q)が成り立つので，Feu は F の部分関手になる．

2.3.2 Stiefel-Whitney類変換

Rを係数に持つポセット P のホモロジーは，

H∗(P ;R) := H∗(∆(P );R).

として定義される．ポセット間の射 f : P → Q は単体写像 ∆(P ) → ∆(Q) を自然に誘導するか

ら，f∗ : H∗(P ;R) → H∗(Q;R)が定義でき，この対応によってH∗ : Posetsfin → ModR という

共変関手が得られる．



以下，R = Z2 の設定のもとで考える．P を Z2-オイラーポセットとする．

sq(P ) :=
∑

dimσ=q

σ ∈ Cq(∆
2(P );Z2)

という∆2(P )（∆(P )の重心細分）上の鎖を考えると，補題 2.4の (b)からこれがサイクルである，す

なわち ∂sq(P ) = 0であることがわかる．したがって，サイクル sq(P )が代表するHq(∆
2(P );Z2)

の元があり，これを Stiefel-Whitney類という．

定義 2.6 Z2-オイラーポセットに対する q 次 Stiefel-Whitney類を以下で定義する．

wq(P ) := [sq(P )] ∈ H∗(P ;Z2).

w∗(P ) =
∑

q wq(P ) ∈ H∗(P ;Z2)を全 Stiefel-Whitney類と呼ぶ．

Z2-オイラーポセットの Stiefel-Whitney類は，以下の「Stiefel-Whitney類変換」に一般化できる．

定理 2.7 ポセット P に対し，ϕTi : Ti → P を Z2-オイラーポセット Ti から P への射，niを Z2

の元として，

wq : Feu(P ;Z2) −→ Hq(P ;Z2),
∑
i

ni(ϕTi)∗(11∆(Ti)) 7→
∑
i

ni(ϕTi)∗(w∗(Ti)),

と定めると，これは well-definedな Z2-準同型写像になっており，しかも P について自然である.

すなわち，wq は自然変換 Feu(−;Z2) ⇒ Hq(−;Z2)を定める．

証明はトポロジー的な議論を経由せず，組合せ論的に straightforwardにできる．定義から，Z2-オ

イラーポセット P に対して wq(11∆(P )) = wq(P )となるので，確かにこれは Stiefel-Whitney類の

一般化になっている．また，Z2-オイラーポセット P と，α ∈ F(P ;Z2)に対し，w0(α) =
∫
∆(P )

α

が成り立つ．したがって，Stiefel-Whitney 類変換はオイラー標数積分の一般化と見ることがで

きる．

3 有限圏上の Stiefel-Whitney類変換

有限圏 Aに対し，有限ポセット E(A)を対応させることができ，E(A)上の Stiefel-Whitney類

を Aの Stiefel-Whitney類と定義する．以下，E(A)の構成について説明する*5．

[n]を {0 ≤ 1 ≤ · · · ≤ n}という順序集合を圏とみなしたものとする．有限圏 Aに対し，

∆(A) := { σ : [n] → A | n ∈ N, σは対象について単射な関手 }

とする．σ, σ′ ∈ ∆(A)について以下のように半順序が定義できる．

σ ≤ σ′ :⇔ ある単射な順序を保つ写像 ϕ : [n] → [n′]についてσ = σ′ ◦ ϕ が成り立つ．

*5 なお，|∆(E(A))|と |N(A)|（Aの分類空間）は．ホモトピー同値にはならないことに注意．



σ ∈ ∆(A)に対し，End(σ) :=
∏n

i=0 End(σ(i))（ここで End(σ(i))は σ(i)上の自己射がなすモノ

イド）とする．σ ≤ σ′ のとき ρσ
′

σ : End(σ) → End(σ′) を，g = (gi)i ∈ End(σ)に対し，

πj(ρ
σ′

σ (g)) =

{
gi (j ∈ ϕ([n])

idσ′(j) (j ̸∈ ϕ([n]))

となるようなモノイド準同型として定義する．（ここで πj は j 番目の射影）この対応により，関手

End : ∆A → Monoids が定義される．E(A)は関手 Endの category of elementsとして定義さ

れる: すなわち，E(A)は，対象が (σ, g)(σ ∈ ∆A, g ∈ End(σ))であり，射（順序）(σ, g) ≤ (σ′, g′)

が「σ ≤ σ′ かつ ρσ
′

σ (g) = g′」として定義されるようなポセットになる．特に，Aがポセットのと
き E(A)は順序複体∆(A)の face poset(∆(A),≺)に他ならない．

f : A → B を有限圏の間の対象について単射な関手とする．このとき，ポセット間の射
E(f) : E(A) → E(B)が以下のように定義される．

E(f)(σ, g) := (f ◦ σ, (f(gi))i)

この対応により，E は有限圏を対象，その間の対象について単射な関手を射とする圏 Catinjfin から

Posetsfin への関手となる．

それゆえ，A上の Stiefel-Whitney類変換を以下の図式の E と w∗ の合成 w∗E として定義する

ことができる．

Catinjfin
E // Posetsfin

Feu(−;Z2)

$$

H∗(−;Z2)

99
w∗

��

ModZ2

4 パーシステント Stiefel-Whitney類変換

SeqPosetsfinを K : K0
f0 // K1

f1 // · · · というポセットの列がなす圏とする．ここで，射
φ = (φn)n : K → L は，ポセットの射 φn : Kn → Ln の組であって，以下を可換にするものとし

て定義する:

· · · // Kn

φn

��

fn // Kn+1
//

φn+1

��

· · ·

· · · // Ln
gn // Ln+1

// · · ·

Ξ : Posetsfin → ModR を共変関手とする．このとき，共変関手 PΞ : SeqPosetsfin →
ModR[x] が以下のように定義される：K に対し，R[x]-加群 PΞ(K) :=

⊕
n Ξ(Kn) を対応させ

る．ここで，R[x]-作用は α ∈ Ξ(Kn) に対して x.α := fn∗α ∈ Ξ(Kn+1) により定義される．射

φ : K → Lに対しては，R[x]-準同型 φ∗ : PΞ(K) → PΞ(L)を φ∗(α) := φn∗(α) (α ∈ Ξ(Kn))

により定義する．



ここで，Ξとして関手 Feu と H∗ を R = Z2 のもとで考える．このとき，自然変換

Pw∗ : PFeu(K;Z2) → PH∗(K;Z2)

が Pw∗(αn) := w∗(αn)(αn ∈ Feu(Kn)) により定義される．

Z2[x]-加群 PH∗(K) の生成元を Bar(PH(K)) = {b0, b1, · · · } と書くことにする．Kj が Z2-オ

イラーであるとき，Kj の Stiefel-Whitney類は Bar(PH(K))により以下のように表せられる．

SW (Kj) := Pw∗(11Kj ) = γ0j .b0 + γ1j .b1 + · · · (γij ∈ Z2[x])

パーシステントホモロジーの理論では各々の生成元はホモロジーの生き死にの時刻を表す「バー

コード」という表示を持つ*6．この表示のもとで，SW (Kj)を Z2[x]の元により色付けされたバー

コードと解釈することができる（次節の例を参照）．

SW (K)を集合 {SW (Kj)}j≥0 とすると，次の定理が成り立つ.

定理 4.1 φ := {φn : Kn → Ln}を Z2-オイラーポセットの列 Kと Lの間の射とする． 任意の
n ∈ Nと σ ∈ ∆Ln に対し，#φ−1

n∗ (σ)が奇数であるとすると，φ∗ は SW (K)を SW (L)に移し，
しかもこれは全射である．

4.1 例：実射影平面の配置

パーシステント Stiefel-Whitney 類の例を導入するため，RP 3 内での実射影平面の配置の系列

を考える．これは，新たな実射影平面 Lj をそれより古い実射影平面の配置
∪

i<j Lj に加えていく

ことにより得られる．これらの空間は三角形分割可能なので face posetを取ることで，ポセットと

して表示できる．

まず，w∗(RP 2)は，Stiefel-Whitneyコホモロジー類

w∗(TRP 2) = (1 + a)3 = 1 + a+ a2 ∈ H∗(RP 2) = Z2[a]/(a
3)

のポアンカレ双対になっていることに注意する．ここで，a = w1(γ∗
P2)は divisor classである（[4]

を参照）．それゆえ，wk(RP 2) (k = 0, 1, 2)は 0でない．

Li (i = 0, 1, 2) を RP 3 内で横断的に交わる実射影平面とする．X0 := L0，X1 := L0 ∪ L1，

X2 := L0 ∪ L1 ∪ L2，X3 := RP 3 と置き，包含写像による以下の列を考える ．

X : X0
f0 // X1

f1 // X2
f2 // X3.

ここで，f i,j := fj−1 ◦ · · · ◦ fi : Ki → Kj と定義し，Stiefel-Whitney類 w∗(Xk)(0 ≤ k ≤ 3)の

fk,3
∗ による像を考える：

ak := (fk,3
∗ w0(Xk), f

k,3
∗ w1(Xk), f

k,3
∗ w2(Xk), f

k,3
∗ w3(Xk))

T ∈ H∗(RP 3) = (Z2)
4.

*6 [1, 7]を参照．



また，Xk の genericな線形切断のオイラー標数の列を考える：

bk := (χ(Xk), χ(Xk ∩H), χ(Xk ∩ ℓ), χ(Xk ∩ {p})T ∈ (Z2)
4,

ここで H は genericな平面, ℓは genericな直線, pは X2 の外にある RP 3 の点である．ak,bk は

以下のように計算される．

[a0 a1 a2 a3] =


1 0 0 0
1 1 0 0
1 0 1 0
0 0 0 1

 , [b0 b1 b2 b3] =


1 0 0 0
0 1 1 1
1 0 1 0
0 0 0 1

 .

これらは同じ情報を持つ，すなわち ak = Pbk なる Z2 成分の正則行列 P があることが知られて

いる．

SW (X)はこれら 4つのベクトルにホモロジー類の persistencyの情報を付加したものと考える

ことができる．

H0(Xk) = H1(Xk) = Z2 (k = 0, 1, 2, 3), H2(X3) = H3(X3) = Z2,

H2(X0) = Z2, H2(X1) = (Z2)
2, H2(X2) = (Z2)

3.

であることに注意すると，SW (X)は以下のような色つきのバーコードと理解できる．

H0

H1

H2

H3

0 1 2 3

RP3I
SW(X )0

SW(X )1

SW(X )2

SW(X )3

Bar(X )．
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