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概 要

　Terrasらによって導入されたEuclid距離空間の有限類似では, 興味深いこ
とに, Euclideanグラフとよばれるネットワークとしてよい性質 (Ramanujan
グラフ) をもつグラフが登場し, その固有値はKloosterman和で表されるな
どの整数論的な対象との関連も見られる. 一方で, Erdősの距離問題などの
Euclid距離空間での組合せ論的問題を有限類似の空間上で考える研究も近年
盛んに行われている.
　本稿では, 上記の流れを概説した後, Euclid距離空間の s-距離集合の問題
を有限類似の空間上で考え, Euclideanグラフの固有値の情報を用いたグラフ
理論的手法から, その最大サイズの上界を与える. また, 有限上半平面などの
他の有限空間への拡張や, 一般化されたEuclideanグラフの固有値に関する
観察についても触れる.

1. 序
　n次元Euclid距離空間は, 実数体R上のn次元数ベクトル空間Rnに, Euclid距離と
よばれる距離関数 e(x, y) =

√
(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2 を導入することで定義され

る. Euclid距離空間は数学の様々な分野で登場するもっとも基本的な距離空間であり,

組合せ論や離散幾何学においても, 後述するErdősの距離問題や s-距離集合などの様々
な問題が研究されてきた.

　その一方で, Euclid距離空間の有限類似に関しての研究も近年注目されつつある.

Terrasら [13]によって提案された有限類似は, 位数 qの有限体Fq上の n次元数ベクト
ル空間Fn

q に, 距離に対応する関数としてd(x, y) = (x1 − y1)
2 + · · ·+ (xn − yn)

2を導入
するというものである. ここで, d(x, y)は平行移動に関する不変性は持つが, 三角不等
式などの距離関数のその他の性質は持ちえないため, 空間 (Fn

q , d)は距離空間ではない.

しかしEuclideanグラフという応用上重要なクラス (Ramanujanグラフ)に属するグラ
フが登場し, また上記で述べたようなEuclid空間で研究された問題をこの空間で考え
ることで, 加法的数論との関連が見られるなどの点で極めて興味深い.

　本稿では, 上記の流れを概説したのち, Euclid距離空間の s-距離集合の問題を空間
(Fn

q , d)上で考える. 本稿の構成は以下の通りである. まず第 2節と第 3節でEuclidean

グラフとRamanujanグラフについて述べ, 第 4節でErdősの距離問題と関連する結果
を述べる. 第 5節では s-距離集合の問題と著者の主結果について述べ, 最後に第 6節で
は他の有限空間への結果の拡張や一般化されたEuclideanグラフの固有値に関する観察
を述べる.

2. Euclideanグラフ
　本節では, Euclideanグラフに関する諸性質とRamanujanグラフについて述べる. 以
下では q = prは奇素数べきとする.
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定義 2.1 ([13]). a ∈ Fqとする. このとき, 頂点集合にFn
q をもち, 異なる 2頂点 x, yが

d(x, y) = aのとき隣接すると定義されるグラフ Eq(n, a)をEuclideanグラフとよぶ.

グラフEq(n, a)に関しては次の事実が知られている.

命題 2.2 ([13]). Eq(n, a)に対して, 以下が成り立つ.

(1) n = 2, q ≡ 3 (mod 4)かつ a = 0の場合を除き, Eq(n, a)は qn−1 + O(q
n
2 )-正則で

ある. すなわち各頂点の次数 (接続する辺の数 )は qn−1 + O(q
n
2 )である. n = 2,

q ≡ 3 (mod 4)かつa = 0のとき, Eq(n, a)の各頂点の次数は0であり, Eq(n, q)は
辺を持たない.

(2) n = 2, q ≡ 3 (mod 4)かつa = 0の場合を除き, Eq(n, a)は連結, すなわち任意の
2頂点を結ぶ道が存在する.

さらに, Eq(n, a)の隣接行列の固有値については, 次の結果が知られている. ただし,

グラフGの隣接行列A(G) = (au,v)u,v∈V (G)は, uと vが隣接するときau,v = 1, そうでな
いとき au,v = 0として定義される. 本稿では, A(G)の固有値を単にGの固有値とよぶ
ことにする.

命題 2.3 ([13]). Eq(n, a)の固有値は, 以下の表示を持つ:

λb = Gn
1 ·K(εn | a, d(b/2, 0)).

ここで, ε(t)はFqの平方剰余指標とする. すなわち,

ε(t) =


1 tが平方元;

−1 tが非平方元;

0 t = 0.

また, G1はGauss和, すなわち

G1 =
∑
t∈Fq

ε(t) exp
(2πi

p
trFq/Fp(t)

)
であり, Fqの乗法指標χに対し, K(χ | c, d)はKloosterman和, すなわち

K(χ | c, d) =
∑
t∈F∗

q

χ(t) exp
(2πi

p
trFq/Fp(−ct− dt−1)

)
である.



3. Ramanujanグラフ
　次にRamanujanグラフについて述べる. 以下では, Gは k-正則n頂点グラフとする.

まずグラフGの拡大定数h(G)を次で定義する:

h(G) = min
1≤|S|≤n

2

|∂S|
|S|

.

ただし, SはGの頂点部分集合を動くとし, ∂S = {u /∈ S | ∃v ∈ S, uは vと隣接する }
とおく. h(G)はGにおける局所的な辺の「結ばれ具合」を測る量である. また, diam(G)

でGの直径 (G内の最長道の長さ)とおく. 上の2つの量はGの固有値によって, 次のよ
うに評価できる.

事実 3.1 (e.g. [10]). k-正則グラフGが連結であるとき, 次が成り立つ.

diam(G) ≤ log(n− 1)

log k
λ(G)

+ 1,

h(G) ≥ 1

2

(
1− λ(G)

k

)
.

ただし, λ(G) = max{|λ| | λは |λ| ̸= kなるGの固有値}とおく.

さて, k-正則グラフGをネットワークとみなしたとき, 断線に対するある程度の強さ
を保証するためにはh(G)の値は大きい方が望ましい. また, 各2点が通信する場合, 経
由する地点は少ない方がよいため, diam(G)は小さい方が望ましい. よって, これら 2

つの要請を満たすには, λ(G)を小さくすればよい. だが, Alon-Boppanaによる次の漸
近的な下界が知られている.

定理 3.2 ([12]). 固定された kに対し, {Gi}i∈Nを |V (Gi)| → ∞ (i → ∞)なる任意の k-

正則グラフの無限列とする. このとき,

lim inf
i→∞

λ(Gi) ≥ 2
√
k − 1.

この下界から, Lubotzky-Phillips-Sarnak [12] によって, Ramanujanグラフが定義さ
れた.

定義 3.3 ([12]). k-正則グラフGがλ(G) ≤ 2
√
k − 1を満たすとき, GをRamanujanグ

ラフとよぶ.

さて, 前節でEuclideanグラフを紹介したが, 命題 2.2, 2.3とKloosterman和に関す
るWeilの結果から次が言える.

定理 3.4 ([13]). |λ(Eq(n, a))| ≤ 2q
n−1
2 . すなわち, Eq(n, a)は (q → ∞のとき ) 漸近的

にRamanujan グラフとなる.

注意 3.5. nが奇数かつa = 0のとき, 実際はEq(n, a)はRamanujanグラフとなる.

注意 3.6. ネットワークは, 「よく結ばれて」いて, かつ「辺が多すぎない (疎である
)」という2つの相反する要請を満たしてほしい. しかしEq(n, a)の次数を見ると, 辺が
多くなってしまうように思われる. 一般に, Ramanujanグラフの構成の問題において
は, 固定された次数に対するRamanujanグラフの頂点増大無限列を作ることがゴール



になっている (と思われる ). なぜなら, 固定された次数に対して, そのような列が取
れれば, 十分大きな頂点数に着目したとき疎であるようなRamanujanグラフが得られ
る (前述のRamanujanグラフの登場の流れから, 1つ目の要請は満たされていて, イン
ターネットのネットワークなどを考えると大きなものがほしいはず ). しかし, 現在の
ところ, そのような無限列の存在性は任意の次数に対して非構成的手法で示されている
が, 明示的構成に関しては, 非常に限られた次数と頂点数のパラメータに対してしか知
られていない. よって, Euclideanグラフのような次数が固定されないRamanujanグラ
フの頂点増大列も興味深い対象である. 詳細は [10], [15]等を参照されたい.

4. Erdősの距離問題
　Erdősの距離問題は, Erdős [7]の仕事から始まり, 今日まで多くの数学者が挑戦して
きた問題である. より詳細については, 教科書 [8]等を参照されたい.

問題 4.1 ([7]). 有限集合X ⊂ Rnに対し, ∆(X) := {e(x, y) | x, y ∈ X, x ̸= y}とおく.

このとき, 自然数mに対し, gn(m) := min{|∆(X)| | |X| = m}を決定せよ.

例えば, n = 2のとき, 容易にわかるとおり g2(3) = 1, g2(4) = 2, . . .となる. しか
し, n = 2のときにおいても, mが大きくなると g2(m)を決定することは極めて難しい.

n = 2の場合は, 2015年にGuth-Katz [9]によって, 次の結果が得られている.

定理 4.2 ([9]).

g2(m) ≥ m1−o(1).

また一般のnに関しては Solymosi-Vu [14]による次の結果が知られている.

定理 4.3 ([14]).

gn(m) ≥ Ω(m2/n−2/n(n+2)).

一方で, 有限空間 (Fn
q , d) 上で, Erdős の距離問題を考える研究が Bourgain-Katz-

Tao [5], Iosevich-Rudnev [11]らによって行われている.

問題 4.4 ([11]). X ⊂ Fn
q に対し, ∆d(X) := {d(x, y) | x, y ∈ X, x ̸= y}とおく. このと

き, 自然数mに対し, gq,n(m) := min{|∆d(X)| | |X| = m}を決定せよ.

本問題は Erdősの距離問題の自然な類似・拡張であり, 加法的数論における “sum-

product estimate”の問題と関連する (興味のある方は, [5, Section 7]等を参照された
い). 現在のところ, 次の結果がもっともよい評価であるように思われる.

定理 4.5 ([9]). 十分大きな定数Cに対し m ≥ Cq
n
2 ならば,

gq,n(m) ≥ min
{
q,

m

q
n−1
2

}
.

オリジナルの証明では Fourier解析の手法が用いられているが, Vinh [16]によって,

Euclideanグラフの固有値とランダムグラフの理論における結果を用いたグラフ理論的
な別証明が与えられた. 次節で述べる著者の主結果も, Vinh [16]のアプローチから着想
を得ている.



5. s-距離集合と主結果
　距離集合の問題は「均整の取れた点の配置とは何か?」という問いに端を発し,代数的
組合せ論や離散幾何学で研究されてきた. より詳細は, 坂内-坂内 [2]等を参照されたい.

問題 5.1. sを正の整数とする. 有限集合X ⊂ Rnに対して, |∆(X)| = s が成り立つと
き, XをRn上の s-距離集合とよぶ. Rn上の s-距離集合のサイズの最大値 fn(s)を求
めよ.

この問題については, Bannai-Bannai-Stanton [3]による次の結果がよく知られてお
り, 定理内の評価で等号を達成する例などについて盛んに研究されている.

定理 5.2 ([3]).

fn(s) ≤
(
n+ s

s

)
.

本稿では有限空間 (Fn
q , d)における s-距離集合を定義し, 上記の問題の自然な類似を

考える (ただし, もともとの問題の幾何的な動機からは離れてしまったものになるかも
しれない).

問題 5.3. X ⊂ Fn
q に対して, |∆d(X)| = s が成り立つとき, XをFn

q 上の s-距離集合と
よぶ. このとき, Fn

q の s-距離集合の濃度の最大値 fn,q(s)を求めよ.

以下が本稿における主結果である.

定理 5.4. 任意の sとn ≥ 2, そして十分大きな qに対し, 次が成り立つ.

fn,q(s) ≤
2sq

n−1
2 + 1

1− o(1)
.

以下では証明のアイデアを述べる. まず, ランダムグラフの理論において次の性質が
よく知られている.

補題 5.5 (e.g. [1]). Gを非 2部的なk-正則n頂点グラフとする. このとき, Gの任意の
頂点部分集合Xに対し, ∣∣∣∣eG(X)− k

2n
|X|2

∣∣∣∣ ≤ 1

2
· λ(G) · |X|

が成り立つ. ただし, eG(X)はX内に両端点をもつGの辺の総数とする.

　さて, 命題 2.2より2.3から, e(B)の上界が qとnを用いて表される. すなわち,

eEq(n,a)(X) ≤ 2q
n−1
2

2
|X|+ qn−1 +O(q

n
2 )

2qn
|X|2. (1)

さらに, X ⊂ Fn
q に対して, (

|X|
2

)
=

∑
a∈∆d(X)

eEq(n,a)(X). (2)

いま, XがFn
q 上の s-距離集合であるとすると, |∆d(X)| = sである. さらに, a1 ̸= a2な

らばEq(n, a1)とEq(n, a2)は辺を共有しないことに注意し, (1)を (2)に代入し |X|につ
いて解くことで, 定理を得る.



6. 諸注意
　本節では, 関連する諸注意を述べる. まずFq上の非退化な 2次形式Qに対し, d(x, y)

の代わりにQ(x − y)をとっても, すなわち有限空間 (Fn
q , Q)上で s-距離集合の問題を

考えても同様の結果が得られる. ここでは, Euclideanグラフの代わりに一般化された
Euclideanグラフ Eq(Q,n, a)を考える. ただし, グラフEq(Q,n, a)は, 頂点集合にFn

q を
もち, 異なる2頂点x, yがQ(x− y) = aのとき隣接すると定義されるグラフである. こ
のグラフはBannai-Shimabukuro-Tanaka [4]によって定義され, Ramanujanグラフであ
るかどうかが議論されている. その際Eq(Q,n, a)の固有値もKloosterman和で表され
ることが代数的組合せ論におけるアソシエーションスキームの指標表を見ることで示
されている. しかし (本質的には同じなのかもしれないが), [13]またはCarlitz [6]の初
等的な指標和の計算を用いれば, 彼らが示した事実は単純な計算から示すことができる.

　また, 非Euclid空間である距離空間の一つとして, 複素上半平面があるが, 上半平面
についても有限体上への類似 (有限上半平面 )が与えられている.

定義 6.1 (see [15] or [10]). δをFqの非平方元とする. このとき, Hq := {x+y
√
δ | x, y ∈

Fq, y ̸= 0}をFq上の有限上半平面とよぶ. また, Hqの2点 z, wの “Poincaré距離”を

P (z, w) =
N(z − w)

Im(z)Im(w)
∈ Fq

とおく. ただし z = x + y
√
δ ∈ Hq に対して, N(z) = zz̄ = (x + y

√
δ)(x − y

√
δ),

Im(z) = yとする.

a ∈ Fqに対して, 頂点集合にHqを持ち, 異なる2点 z, wがP (z, w) = aのとき隣接す
ると定義されるグラフをXq(δ, a)で表す. Xq(δ, a)は q2 − q個の頂点を持ち, a ̸= 0, 4δ

のとき連結な (q + 1)-正則グラフになる. またa = 0, 4δのときは非連結であり, 各連結
成分が 2点からなることが知られている ([15]または [10]参照). さらに, a ̸= 0, 4δのと
きは, Soto-Andrade和の評価からXq(n, a)はRamanujanグラフとなる ([15]参照). 以
上から主定理の証明と同様にして次の定理が得られる.

定理 6.2. Hq上の “Poincaré距離”P に関する s-距離集合のサイズの最大値をhq(s)と
おく. このとき,

hq(s) ≤
2s
√
q + 1

1− o(1)
.
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