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1 導入

我々は, Navier–Stokes方程式の粘性項を一般化した次の方程式を考察する.

GNS

∂tv + νP>Λ(−∆)A/2v + (v · ∇)v +∇π = 0, ∇ · v = 0, T3 × (0,∞),

v
∣∣
t=0

= v0 with ∇ · v0 = 0, T3.

ただし, ν > 0: 動粘性係数, π(x, t): 圧力, v(x, t) = (v1(x, t), v2(x, t), v3(x, t)): 速度ベクトル
とする. また, ξ ∈ R3, Λ ∈ [1,∞)に対して, P>Λ := F−1χ{|ξ|>Λ}F , (−∆)A/2 := F−1|ξ|AF
と定義する. ただし, χを定義関数, F をフーリエ変換とした. P>Λは波数空間上でのカット
オフ関数に相当する. 特に, Λ = 0かつ A = 2の場合は通常の Navier–Stokes方程式に相当
する. 我々は A > 2の場合, つまり超粘性の場合を考える. また, Λ ∈ (1,∞)の場合を考え
る. このように一部の周波数に対して粘性の効果が入るように一般化した粘性を部分粘性と
呼ぶこととする.

この方程式に関して, Lions [4]は, A ≥ 5/2, Λ = 0, かつ s > Aに対して v0 ∈ Hsのとき,

時間大域的な古典解が存在することを証明した. また, Elgindi, Huと Šverák [2]らは, 2次元
の場合に関して一部の周波数に対して粘性を入れた場合についての解の一意性を証明した.

一方でNavier–Stokes方程式は, 乱流を含めた流体運動を記述できることが知られている.

特に, 3次元乱流では外力によってエネルギーが注入されると, 流体要素がねじられたり引き
伸ばされたりすることによってより小さなスケールの運動を引き起こす. つまり, 注入され
たエネルギーが小さなスケールに遷移することが知られている [[5]-pp.66]. このエネルギー
が遷移する現象はエネルギーカスケードと呼ばれている. そして, ある程度小さいスケール
までエネルギーが遷移すると, 最終的に粘性などの効果によりそのエネルギーが消費される.

また, 波数 k ∈ Nに関するエネルギー関数E(k, t)を以下で定義する.

E(k, t) :=
1

2

∫
Dk

∣∣F[v](K, t)
∣∣2 dK.

ただし, 積分範囲はDk := {K ∈ R3|k − 0.5 ≤ |K| < k + 0.5}と定義する. このとき実際の
十分に発達した乱流について, エネルギーを注入するスケールと消費する領域の間 (慣性領
域と呼ぶ)では粘性に依存しないという仮定 [3]と次元解析などを用いると次のべき則が導
かれることが知られている.

E(k, t) ≈ Ck−5/3 ∀t > 0.
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ただし, C は kに依存しない定数とする. このべき則はコルモゴロフの 5/3則と呼ばれてい
る [3]. 実際の乱流やNavier–Stokes方程式の直接数値計算によって得られた解に対してエネ
ルギースペクトルが 5/3則に従うことが確認されている [6].

エネルギーカスケード現象は任意の速度場の時間発展の過程で観測されるわけではない.

例えば, ν = 0としたEuler方程式の定常解として知られているArnold–Beltrami–Childress

Flow (ABC-Flow) [1]はGNSの定常解である. つまり, ABC-Flowを初期値とする速度場を
時間発展させたときは, エネルギーカスケードしない.

一方でコルモゴロフの仮説において慣性領域での粘性の効果を無視することなどを持ちい
て 5/3則を導いていた. しかし, 実際 Navier-Stokes方程式は慣性領域を含めてすべての波
数に粘性の効果が入っている. そこで我々はエネルギーカスケードの 5/3乗則の根源を解明
する手がかりを探るために, まずは慣性領域の粘性の効果を除去したGNSについて数学解
析として大域解の存在証明をした. また, 数値計算を用いてまずはエネルギー関数E(k, t)を
考察した.

2 数学結果

次のように A = 5/2かつ Λ ∈ [1,∞)の場合について, 任意の初期値に対する時間大域的
な一様有界性を証明した.

定理. A = 5/2, Λ ∈ [1,∞)とする. 任意の v0 ∈ H1に対して, 積分方程式の解 vが次の関数
クラスにおいて一意に時間大域解的に存在する:

Cb([0,∞);H1) ∩ L2
loc([0,∞);H9/4) ∩ C∞((0,∞)× T3),

ただし, Cbは有界な連続関数の空間を表す. また, 次の不等式が成立する.

∥v∥2L∞(0,∞;H1) ≤ C
(
∥v0∥2H1 + Λ2∥v0∥2L2 + Λ

9
4 ∥v0∥3L2

)
eC∥v0∥2

L2 ,

ただし, C > 0は Λ, v0とは独立した値とする. さらに, ∥P>Λv(t)∥H1 → 0 (t → ∞)が成立
する.

3 数値計算結果

GNSに対する直接数値計算で得られた速度場におけるエネルギースペクトルを考察する.

直接数値計算では, 境界を 3次元周期境界とし, 切断波数は (269 ∗ 2 + 1)3としてフーリエス
ペクトル法を用いる. ただし, 離散フーリエ変換は高速フーリエ変換 (FFT)というアルゴリ
ズムを利用するが, FFTにより現れるエイリアスエラーは 3/2ルールに基づいて除去する.

また, 4次精度の Runge–Kutta法を基本的には 1/800秒刻みで時間発展をさせる. ただし,

エネルギーの総和 (
∑

E(k, t))が発散する傾向にある場合は適宜時間刻みを細かくするアダ
プティブメッシュを用いる. 初期条件は適当ななめらかな速度場とし, 定常乱流を得るため
に |K| < 2を満たすいくつかの波数K ∈ N3におけるフーリエ係数が下記の等式が整理する
ように外力を入れる.

F[v](K, t) = F[v](K, 0) (|K| < 2).

この直接数値計算の方法を用いて, 次の表のようにA = 2, 5, 10かつΛ = 0の場合とA = 5

かつ Λ = 100の場合についてE(k, t)を計算をした.



∆A/2 Λ ν viscosity term

図 1(a) ∆2/2 0 0.15× 10−3 usual Navier–Stokes

図 1(a)(b) ∆5/2 0 0.40× 10−10 hyperviscosity

図 1(b) ∆5/2 100 0.40× 10−10 partial hyperviscosity

図 1(a) ∆10/2 0 0.80× 10−22 hyperviscosity

表 1: 直接数値計算するパラメータの値

ただし, E(k, t)の計算は渦レイノルズ数やエネルギー散逸率などの変動がほとんどなくな
る t = 10から t = 30の値の時間平均値を取ることとする.
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(a) A = 2, 5, 10の場合の E(k, t)をプロットした. た
だし, Λ = 0は固定した.
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(b) Λ = 0, 100の場合の E(k, t)をプロットした. ただ
し, A = 5は固定した.

図 1: 各パラメータA,Λに対するエネルギースペクトルE(k, t)を両対数メモリでプロット
した. ただし, 各エネルギースペクトルは t = 10から t = 30の値の時間平均をとって得たも
のである. また, 実線はコルモゴロフの 5/3則を表す.

図 1(a)(b)のいずれの場合も, 慣性領域 (およそ波数 k ∈ [10, 100]程度の領域)では 5/3

則の線に沿っていることが見て取れる. つまり, 部分粘性や超粘性の場合についても通常の
Navier–Stokes方程式と同様にコルモゴロフの 5/3則におよそ従っていることがわかる.

さらに, 外力をなくした場合の (A,Λ) = (2, 0), (5, 100)についてE(k, t)を計算をした. た
だし初期値は, 各々のパラメータ (A,Λ)に対して上記の方法で低周波領域 |K| < 2にエネル
ギーを注入して時間発展させて得た速度場を初期値として計算した.

その結果, (A,Λ) = (5, 100)の場合も, およそ (A,Λ) = (2, 0)の場合と同様に時間減衰し
ていることが見て取れた. このことから, 高周波にのみ粘性を入れたGNSでも低周波部分の
エネルギー減衰は, 通常のNavier–Stokes方程式と同様に引き起こされていることがわかる.

4 結論

GNSについて, 定理では任意の初期値に対する時間大域的な有界性が証明された. この定
理より速度の高周波成分は, 低周波成分の粘性非粘性にかかわらず有界性が保証されている
ことがわかる. 一方で, 数値計算結果としていくつかの初期値についてエネルギーカスケー
ドを引き起こし, エネルギーが減衰することが得られた. これに対して, ABC-Flowの速度
場のように時間発展させたときに, エネルギーカスケードを引き起こさない初期値が存在す
る. つまり, GNSにおいてエネルギー減衰をいうためには, 少なくとも初期値をエネルギー
カスケードするか否かで分類する必要があることがわかった.



また, これらの結論から通常の Navier–Stokes 方程式に対して次のことが考えられる.

Navier–Stokes方程式の解の L2 ノルムの減衰性は示されるが, H1 ノルムの減衰性などは
示されていない. また, L2ノルムの減衰性を示すときは, Navier–Stokes方程式と速度 vとの
L2内積を取ることで得られるエネルギー不等式によって示される. しかし, 今回見たように
エネルギーカスケードするならば, 高周波だけの粘性の効果でエネルギーの時間減衰がいえ
るはずである. つまり, 初期値をエネルギーカスケードするか否かで分類できた場合, 従来の
エネルギー不等式よりシャープな空間での減衰性が言える可能性があることが示唆される.
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