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1 背景
統計力学は，ミクロな構成単位が従う物理法則から，系全体の従うマクロな法則を導き出す理論である．ミ
クロな構成単位が古典力学に従うとき古典統計力学，量子力学に従うとき量子統計力学という．数理物理学に
おいては，統計力学で考察される格子上の模型の平衡状態の一意性などが研究対象になる．空間の平衡状態に
対応するのが KMS状態である．KMS状態とは，KMS(Kubo–Martin–Schwinger)条件，量子統計力学にお
いて熱平衡状態にある系の性質を数学的に記述する条件を満たす状態のことである．
ボーズ・アインシュタイン凝縮 (BEC) は，超電導や超流動に関連する物理的に非常に特異な現象である．
数学的にはワイル CCR 環を用いて理想ボーズ気体においてある条件下で BEC が起こることが Lewis と
Pulé[8]によって得られている．理想ボーズ気体における BECはワイル CCR環上の状態は準自由状態と呼
ばれる特別なもので表現され，[8]では BECが起こる時の準自由状態は非因子的であることが示唆されてい
る．これは，BECが起こっているときはある状態の重ね合わせで表せるであろうということである．この場
合の具体的な計算方法は，[4]や [8]をみてほしい．他にも 1粒子のハミルトニアンを変えて BECが起こるか
どうかの研究もある．
グラフ上でも理想ボーズ気体と同様のモデルを考えることができる．グラフにおいてはシュレディンガー方
程式に現れるラプラシアンをグラフラプラシアンに変えて，自由粒子の場合と同様の議論を行うことで自由粒
子の場合と類似した条件下で BEC が起こることが計算できる [9]. この場合では，ある特別な条件があると
BECが起こっている時の準自由状態は KMS状態であることがわかり，非因子的であることもわかる．つま
り，BECを起こっている時準自由状態は何らかの KMS状態の重ね合わせで書ける．
今回は，まずグラフ上の BEC についての結果 [6]，[9] について紹介する．そして，今回の主結果である

「BECを表している状態が非因子的である」ことの証明の概略を述べる．この結果が [7]の主結果である．

2 準備
この章では，ワイル CCR環と準自由状態について考察する．この準自由状態の特別な場合が BECに対応
している．準自由状態の解析に有用なので [1]，[2]，[3]の結果の記号と定義を用いてワイル CCR環の定義と
準自由状態の定義や成り立つ事実を述べる．
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K̃ を C-線形空間，ΓK̃ を反線形形式で Γ2
K̃

= 1を満たすものとする．γK̃ : K̃ × K̃ → Cを半双線形形式で，
γK̃(ΓK̃f,ΓK̃g) = −γK̃(g, f)を満たすとする．(K̃, γK̃ ,ΓK̃)上の CCR環A(K̃, γK̃ ,ΓK̃)を B(f), f ∈ K̃, そ
の共役 B(f)∗, f ∈ K̃ と単位元から生成される ∗-環とし，これらの元は以下の関係式を満たすとする：

1. B(f)は f に対して C-線形,

2. B(f)∗B(g)−B(g)B(f)∗ = γK̃(f, g)1,

3. B(ΓK̃f)∗ = B(f).

A(K̃, γK̃ ,ΓK̃)上の線形汎関数 φが条件 φ(A∗A) ≥ 0, A ∈ A(K̃, γK̃ ,ΓK̃)と φ(1) = 1を満たす時，φを
状態と呼ぶ．A(K̃, γK̃ ,ΓK̃) 上の状態 φ に対して，φ に付随する GNS-表現空間 (Hφ, πφ, ξφ) が存在する．
ReK̃ := { f ∈ K̃ | ΓK̃f = f }と定義する．A(K̃, γK̃ ,ΓK̃)上の状態 φで任意の f ∈ ReK̃ に対して πφ(B(f))

が本質的自己共役であるとき，状態 φは正則状態と呼ばれる．このときWφ(f) = exp(iπφ(B(f))), f ∈ ReK̃

と定義するとWφ(f)はワイル・シーガルの関係式を満たす：

Wφ(f)Wφ(g) = exp(−γK̃(f, g)/2)Wφ(f + g), f, g ∈ ReK̃. (2.1)

より一般的には，ワイル CCR環は式 (2.1)を満たすユニタリ元W (f), f ∈ ReK̃ より生成される普遍的 C∗-

環として定義されW(ReK̃, γK̃)と書く． (詳しくは [4, Theorem 5.2.8.]．)

A(K̃, γK̃ ,ΓK̃)上の状態 φが以下の等式

φ(B(f1) · · ·B(f2n−1)) = 0,

φ(B(f1) · · ·B(f2n)) =
∑ n∏

j=1

φ(B(fs(j))B(fs(j+n))), (2.2)

を満たす時，状態 φは準自由であるという．ここで，n ∈ Nで和は s(1) < s(2) < · · · < s(n), s(j) < s(j+n),

j = 1, 2, · · · , nを満たす全ての置換 sを走る．A(K̃, γK̃ ,ΓK̃)上の任意の準自由状態 φに対して，半双線形形
式 SK̃ : K̃ × K̃ → Cを

SK̃(f, g) = φ(B(f)∗B(g)), f, g ∈ K̃ (2.3)

と定義すると，半正定値で B(f)の満たす関係式 2より

γK̃(f, g) = SK̃(f, g)− SK̃(Γg,Γf), f, g ∈ K̃. (2.4)

を満たす ([1, Lemma 3.2.])．A(K̃, γK̃ ,ΓK̃)上の任意の準自由状態 φは式 (2.4)を満たす K 上の半正定値双
線形形式 S を定め，逆に式 (2.4)を満たす K 上の半正定値双線形形式 S があると，式 (2.3)を満たす準自由
状態 φが一意的に定まり，φは正則状態であることがわかる ([1, Lemma 3.5.])．なので，式 (2.4)を満たす
K 上の半正定値双線形形式 S から定まる A(K̃, γK̃ ,ΓK̃)上の凖自由状態を φS と書くことにする．半正定値
双線形形式 (·, ·)S より定まる半正定値双線形形式を

(f, g)S := SK̃(f, g) + SK̃(ΓK̃g,ΓK̃f), f, g ∈ K̃ (2.5)

で定め，また NS := { f ∈ K̃ | ∥f∥S = 0 }，∥f∥S = (f, f)
1/2
S とする．この半正定値双線形形式で K̃/NS を

完備化した空間を K と書くことにする．SK̃(f, f) ≤ ∥f∥2S と |γK̃(f, f)| ≤ ∥f∥2S より，K 上の有界作用素
SK を

(ξ, SKη)S = SK(ξ, η), ξ, η ∈ K (2.6)

として定義する．



定義 2.1. A(K̃, γK̃ ,ΓK̃)上の正則状態 φが因子的であるとは，表現空間 (Hφ, πφ)上の作用素Wφ(f)から生
成されるフォン・ノイマン環

Rφ := {Wφ(f) | f ∈ ReK̃ }
w

(2.7)

が因子的である時にいう．つまり，Rφ ∩R′
φ = C1．ここで，有界線形作用素の部分集合 A ⊂ B(Hφ)に対し

て，A
w は Aの弱位相による閉包で，Rφ′ は Rφ の元全てと可換になる Hω 上の有界線形作用素すべてを集め

た環である．

補題 2.2. [2, Lemma 2.4.] 作用素 SK が固有値 1/2 を持つことと凖自由状態 φS が非因子的であることは
同値．

2.1 凖自由状態の準同値性

まず，表現の準同値性について定義する．

定義 2.3. [2, Definition 6.1.] A(K̃, γK̃ ,ΓK̃)上の凖自由状態 φS1 と φS2 に対して，πS1 と πS2 をそれぞれの
凖自由状態に付随する表現とする．この凖自由状態 φS1 と φS2 が準同値であるとは，Rφ1 から Rφ2 へのフォ
ン・ノイマン環としての同型写像 τ が存在して，

τ(WS1
(f)) = WS2

(f), f ∈ ReK̃, (2.8)

を満たす時にいう．ここで，WS1(f) = exp(iπS1(B(f)))，WS2(f) = exp(iπS2(B(f)))である．

この時以下が成立する．

定理 2.4. [3, Theorem] A(K̃, γK̃ ,ΓK̃)上の準自由状態 φS1
と φS2

が準同値であることと，以下が成立する
ことは同値：

1. ∥·∥S1
と ∥·∥S2

から誘導される位相は同じものである．
2. K を ∥·∥S1

もしくは，∥·∥S2
で K̃ を完備化した空間とする．このとき，S

1/2
1 − S

1/2
2 が K 上でヒルベ

ルト・シュミットクラスである．ここで S1 と S2 はK 上の作用素で式 (2.6)で定義されるものである．

2.2 ワイル CCR環と A(K̃, γK̃ ,ΓK̃)の対応

定義 2.5. hをあるヒルベルト空間 Hの部分空間とする．σ(f, g) := Im⟨f, g⟩，f, g ∈ hとする．W (f)を関
係式

W (0) = 1, W (f)∗ = W (−f), W (f)W (g) = e−
iσ(f,g)

2 W (f + g) (2.9)

を満たすとする．ワイル CCR環W(h, σ)はW (f)から生成される普遍的 C∗-環である．

ワイルCCR環上の状態 φが正則であるとは，任意の f に対して，φ(W (tf))が t ∈ Rについて連続である時
をいう．φをワイル CCR環上の正則状態とすると，GNS表現空間 Hφ上に関係式 πφ(W (f)) = exp(iΨφ(f))

を満たす自己共役作用素 Ψφ(f)，f ∈ hが取れる．この Ψφ を用いて表現空間 Hφ 上に消滅作用素 aφ(f)と生



成作用素 a†φ(f)，f ∈ hを

aφ(f) =
Ψφ(f)− iΨφ(if)√

2
, a†φ(f) =

Ψφ(f) + iΨφ(if)√
2

(2.10)

と定義する．以下では aφ(f)と a†φ(f)の φを省略する．
ワイル CCR環と正則状態 φがあった時にA(K̃, γK̃ ,ΓK̃)を構成する．まず，K̃ := h⊕hとおく．f ∈ hに
対して，正規直交基底による分解が与えられるが，その分解を一つ固定し，f =

∑
fkek となるとする．ここ

で，fk ∈ C，{ek}k∈N は正規直交基底である．この分解に対して，f を f :=
∑

fkek と定義する．f1, f2 ∈ h

に対して，ΓK̃(f1 ⊕ f2) := f2 ⊕ f1 と定義し，

γ(f1 ⊕ f2, g1 ⊕ g2) =
⟨f1, g1⟩ − ⟨f2, g2⟩

2
, B(f1 ⊕ f2) :=

a†(f1) + a(f2)√
2

(2.11)

とおく．すると，W(ReK̃, γ ↾ReK̃) = W(h, σ)となる．

3 グラフ上の BECについて
G = (V G,EG) を無向グラフとする．ここで，V G は G の頂点の集合で，EG は G の辺の集合である．

x, y ∈ V Gに対して，xと y がつながっていることを x ∼ y と書き，任意の頂点 x ∈ V Gに対して，xの次数
を deg(x) = |{ y ∈ V G | x ∼ y }|，deg := supx∈V G deg(x)とおく．ここで集合 Aに対して，|A|は Aの元の
個数を表す．ここでは，deg < ∞，連結，可算無限この頂点を持つとする．δx，x ∈ V Gを δx(z) = 0，z ̸= x，
δx(x) = 1となる ℓ2(V G)のベクトルとする．グラフ Gの隣接行列 AG を ⟨δx, AGδy⟩が xから y への辺の数
となるように定義する．すると，

√
deg ≤ ∥AG∥ ≤ degとなることがわかり，今の場合は AG は ℓ2(V G)上の

自己共役な有界作用素となる．グラフGの次数行列DG を f ∈ ℓ2(V G)に対して，(DGf)(x) = deg(x)f(x)，
x ∈ V Gと定義する．グラフ G上のグラフラプラシアン ∆G を ∆G = DG −AG で定義する．
グラフ Gが有限グラフの増大列 {Gn}n∈N を持ち，かつ

G =
∪
n∈N

Gn = lim
n→∞

Gn, lim
n→∞

|∂Gn|
|Gn|

= 0, (3.12)

を満たすとする．ここで，|∂Gn|は Gn から G\Gn へつながる辺を持つ頂点の数を表すものとする．それぞ
れの有限グラフ Gn に対して，ω

(β,ρ)
n をW(ℓ2(Gn), σ)上の逆温度 β，密度 ρのグランドカノニカル分布より

定まる KMS状態

ω(β,ρ)
n (W (f)) = exp

(
−1

4

⟨
f, (eβ(hn−µn) + 1)(eβ(hn−µn) − 1)−1f

⟩)
,

ω(β,ρ)
n (a†(f)a(g)) =

⟨
g, (eβ(hn−µn) − 1)−1f

⟩
, (3.13)

とする．ここで，hn = ∥AGn∥1−AGn，もしくは hn = ∆Gn で µn < 0は次の方程式

ρ =
1

|Gn|
∑

k∈V Gn

ω(β,ρ)
n (a†(δk)a(δk)) =

1

|Gn|
Tr
(
(eβ(hn−µn) − 1)−1

)
(3.14)

より一意的に定まる数とする．µn は化学ポテンシャルと呼ばれている数である．ρ(β)を

ρ(β) = sup
µ<0

lim sup
n→∞

1

|Gn|
Tr

(
1

eβ(hn−µ) − 1

)
(3.15)



と定義する．もし任意の δx，x ∈ V Gに対して，hが

sup
x∈V G

⟨
δx, h

−1δx
⟩
< ∞, (3.16)

を満たす時 hを非再帰的であると言う．ベクトル f =
∑

x∈V G f(x)δx ∈ ℓ2(V G)が有限個の x ∈ V Gでしか
値を持たない時，f をコンパクト台を持つベクトルということにする．[9, Proposition 1.1 and Theorem 1.1]

では，h がグラフラプラシアンの場合に，h が非再帰的，ρ(β) < ∞ と熱力学極限における状態 ω(β,ρ) が式
(3.13)で定義される状態の部分列の極限として表され，

ω(β,ρ)(W (f)) =

{
exp

(
− 1

4

⟨
f, (eβ(h−µ∞) + 1)(eβ(h−µ∞) − 1)−1f

⟩)
(0 < ρ ≤ ρ(β))

exp
(
− 1

4

⟨
f, (eβh + 1)(eβh − 1)−1f

⟩
− ρ−ρ(β)

2 |⟨vG, f⟩|2
)

(ρ(β) < ρ)
,

(3.17)

ω(β,ρ)(a†(f)a(g)) =

{ ⟨
g, (eβ(h−µ∞) − 1)−1f

⟩
(0 < ρ ≤ ρ(β))⟨

g, (eβh − 1)−1f
⟩
+ (ρ− ρ(β))⟨vG, g⟩⟨vG, f⟩ (ρ(β) < ρ)

, (3.18)

が成立する．ここで，f, g ∈ ℓ2(V G)はコンパクト台を持つベクトルで，v は AG に対するペロン・フロベニ
ウスベクトルに対応するもので任意のコンパクト台を持つベクトル f に対して，⟨v,AGf⟩ = ∥AG∥⟨v, f⟩とな
るものである．このような v の存在性は [5, Proposition 4.1]で示されているが，通常 v は ℓ2(V G)の元では
ない．今の場合は，全ての x ∈ V Gに対し v(x) = 1となる．ρ > ρ(β)のときは，BECが起こっている時に
対応し，ρ ≤ ρ(β)のときは BECが起こっていない時に対応する．

定義 3.6. C を単位元を持つ C∗-環とし，ω を C 上の状態とする．また，αを C 上の 1径数自己同型群とし，
β > 0とする．ω が α不変，つまり，任意の A ∈ C に対して

ω(αt(A)) = ω(A), (3.19)

かつ，任意の A,B ∈ C に対して Iβ = { z ∈ C | 0 < Imz < β }上で解析的，Iβ の閉包 Iβ 上で連続かつ有界
であるような複素関数 FA,B が存在して，

FA,B(t) = ω(Aαt(B)), FA,B(t+ iβ) = ω(αt(B)A), A,B ∈ C (3.20)

を満たすときに，ω を (α, β)-KMS状態であるという．

[6, Theorem 4.5] では，h = ∥AG∥1 − AG の時に，h が非再帰的であるとすると，ある条件を満たす
h ⊂ ℓ2(V G)の任意の元 f ∈ hと D ≥ 0に対し，

ωD(a†(f)a(g)) =
⟨
g, (eβh − 1)−1f

⟩
+D⟨v, g⟩⟨v, f⟩ (3.21)

で定義される準自由状態がW(h, σ)上の (α, β)-KMS状態になっていることが示された．ここで，αt(W (f)) =

W (eithf)，f ∈ hである．

3.1 BECと準自由状態の非因子性

h = span { eithδx | t ∈ R, x ∈ V G } とすると，式 (3.21)により定まる状態 ωD はW(h, σ)上の KMS状態
である．この状態はとくに正則状態である．2.2節の対応関係を用いて双線形形式 SD は

SD(f1 ⊕ f2, g1 ⊕ g2) = ωD(B(f)∗B(g))

=

⟨
f1, e

βh(eβh − 1)−1g1
⟩

2
+

⟨
f2, (e

βh − 1)−1g2
⟩

2
+

D

2
⟨v, f1⟩⟨v, g1⟩+

D

2
⟨v, f2⟩⟨v, g2⟩ (3.22)



となり，また

(f1 ⊕ f2, g1 ⊕ g2)D := SD(f1 ⊕ f2, g1 ⊕ g2) + SD(Γ(g1 ⊕ g2),Γ(f1 ⊕ f2))

=

⟨
f1, (e

βh + 1)(eβh − 1)−1g1
⟩
+
⟨
f2, (e

βh + 1)(eβh − 1)−1g2
⟩

2
+D⟨v, f1⟩⟨v, g1⟩+D⟨v, f2⟩⟨v, g2⟩

(3.23)

となる．ここで，f1, f2, g1, g2 ∈ h．ここから得られる K̃ = h⊕ hの ∥·∥D による完備化した空間KD は

KD =

 C2 ⊕ K̃
0

(D > 0)

K̃
0

(D = 0)
(3.24)

となることが示せる [7, Lemma 4.1]．ここで，K̃
0
は ∥·∥0 で K̃ を完備化した空間である．さらにKD 上の作

用素 SD は定義より D > 0 の時に 1/2 の固有値を持ち，D = 0 の時は 1/2 の固有値を持たないことがわか
る．とくに D > 0の時が，BECが起こっている状態，D = 0のときが，BECが起こっていない時の状態に
対応しているので，以下を得る．

定理 3.7. [7, Theorem 4.5] h := ∥AG∥1−AG とし，hが非再帰的とする．この時，式 (3.21)で定義される
状態 ωD は，D > 0の時非因子的であり，D = 0の時因子的である．つまり，BECが起こっている時は非因
子的であり，BECが起こっていない時は因子的である．

表現の規約分解と同様に状態が非因子的な場合は因子的な状態に分解できる．今の場合は

ωD(W (f)) = exp

(
−
⟨
f, (eβh + 1)(eβh − 1)−1f

⟩
4

− D

2
|⟨v, f⟩|2

)
(3.25)

なので，特に

ωD(W (f)) = ω0(W (f)) exp

(
D

2
|⟨v, f⟩|2

)
=ω0(W (f))

∫
R2

exp

(
−iD1/2 s1Re⟨v, f⟩+ s2Im⟨v, f⟩

2

)
e−

s21+s22
2 ds1ds2 (3.26)

とできる．ここで，ωs1,s2 を

ωs1,s2(W (f)) = ω0(W (f)) exp

(
−iD1/2 s1Re⟨v, f⟩+ s2Im⟨v, f⟩

2

)
(3.27)

と定義すると，これはW(h, σ)上の KMS状態であり，特に因子的になる [7, Theorem 3.2]．また，s1 ̸= t1

もしくは s2 ̸= t2 が成立している時には準同値でないことがわかる [7, Theorem 3.4]．よって，以下が得ら
れる．

定理 3.8. [7, Theorem 4.5] D > 0のとき ωD は因子分解

ωD =

∫
R2

ωs1,s2dµ(s1, s2) (3.28)

をもつ．また ωs1,s2 は因子的であり，互いに準同値でない．



注意 3.9. 以上の議論と同様に µ < 0に対して

ω(W (f)) := exp

(
−
⟨
f, (eβ(h−µ) + 1)(eβ(h−µ) − 1)−1f

⟩
4

)
(3.29)

となる ω に対しても因子性が導かれる．ここで h = ∥AG∥1−AG で，f ∈ hである．
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