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概要

1956年, Beurling–Ahlforsによって実数直線上の擬対称写像に対し上半平
面への擬等角拡張が与えられた. それ以来よりよい擬等角拡張を得るためにい
くつかの拡張定理が示されてきた. その中で本論説のメインテーマになるのが
2010年にBonsante–Schlenkerによって与えられた, 双曲的面積を保存し, グラ
フが上半平面の直積空間内の極小曲面となるような擬等角拡張 (極小ラグラン
ジュ拡張)である. グラフの極小性については 2階の偏微分方程式によって書
くことができるはずだが, Bonsante–Schlenkerの証明においてはその微分方程
式は具体的に, 特に標準的な座標に対して与えられていない. 本論説では上半
平面から上半平面への滑らかな関数に対し, グラフの極小性を表す偏微分方程
式の導出を行う. さらにその結果から, 面積を保存する擬等角写像に対しグラ
フが極小となるための必要十分条件がベルトラミ係数の条件として書けること
を示す.

1 擬対称写像の擬等角拡張.

　1.1 擬等角写像. 複素平面をCで表し, 領域D,D′ ⊂ C間の向きを保つ可微
分同相写像 f : D → D′ を考える. このとき点 z ∈ Dでの f のベルトラミ係数
µ(z) = µf (z), および歪曲係数K(z) = Kf (z) は次で与えられる;

µ(z) =
fz̄(z)

fz(z)
, K(z) =

max {∥(df)z(v)∥ | v ∈ TzD, ∥v∥ = 1}
min {∥(df)z(v)∥ | v ∈ TzD, ∥v∥ = 1}

.

ただし, 歪曲係数の定義においてベクトルの長さはユークリッド計量によって
測るものとするが, ベクトルの長さの比をとっているのでユークリッド計量と
等角な計量を用いても値は変わらない. 従って, 歪曲係数はリーマン面間の向
きを保つ可微分同相写像 f : R → R′に対しても定義することができ, R上の
非負値関数を与える (定義よりK ≥ 1である ). 一方, ベルトラミ係数につい
ても (−1, 1)形式として µ = µdz̄/dzと定義すればリーマン面間の向きを保つ
可微分同相写像に対して定義できる. 簡単な計算により

K(z) =
|fz(z)|+ |fz̄(z)|
|fz(z)| − |fz̄(z)|

=
1 + |µ(z)|
1− |µ(z)|
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が得られる. 従って, 歪曲係数K(z)およびベルトラミ係数 µ(z)は共に, 全微
分 (df)zがどのくらい円周を歪ませて楕円に移すのかを表す指標であると考え
られる.

図 1 : ℓ = |fz(z)| − |fz̄(z)|, L = |fz(z)|+ |fz̄(z)|.

実数K ≥ 1に対しfがK-擬等角であるとは,全ての z ∈ Dに対してK(z) ≤
Kが成り立つことを言う. また, あるK ≥ 1に対して f がK-擬等角になると
き, 単純に f は擬等角であると言う. つまり, 擬等角写像とは全微分による円
周の歪め具合が一様に抑えられる写像のことである. リーマン面間の擬等角写
像についても同様に定義される. また上の議論から f が擬等角となることと,
∥µ∥∞ := ess.sup|µ| < 1となることは同値である.
擬等角写像の定義は線上絶対連続 (ACL)なクラスの (向きを保つ)同相写

像 f : D → D′へ一般化できる. このとき, µf (z) = fz̄(z)/fz(z)はほとんど至
る所で定義することができ, L∞(D)1 := {µ ∈ L∞(D) | ∥µ∥∞ < 1}の元を定め
る. 次の強力な定理によって擬等角写像はベルトラミ係数によって完全に決定
する.

Theorem (Ahlfors–Bersの可測写像定理) 任意の µ ∈ L∞(Ĉ)1に対し, 擬

等角写像 f : Ĉ → Ĉであって, µf = µがほとんど至る所成立するものが存在

する. さらにこのような擬等角写像は Ĉのメビウス変換の後からの合成を除い
て一意である.

H ⊂ Cを上半平面とする. この定理の系として, 任意の µ ∈ L∞(H)1に対し,
µf = µがほとんど至る所成立するような擬等角写像 f : H → Hが存在するこ
とが分かる. さらにこのような擬等角写像はHのメビウス変換の後からの合成
を除いて一意である.

1.2 擬対称写像と Beurling–Ahlforsの定理. 1956年に Beurling–Ahlfors
は, 上半平面の自己擬等角写像の境界値対応を特徴づけるために擬対称写像と
いう概念を導入した. 実数直線Rの向きを保つ自己同相写像 φがM ≥ 1に対
しM -擬対称であるとは, 任意の x ∈ R と t > 0に対し以下の不等式を満たす
ことを言う;

1

M
≤ φ(x+ t)− φ(x)

φ(x)− φ(x− t)
≤M.

また, あるM ≥ 1に対して φがM -擬対称となるとき, φは単純に擬対称であ
ると言う. 一般に擬等角写像 f : H → Hは境界 ∂H := R ∪ {∞}まで連続に拡
張し, H := H ∪ ∂Hの自己同相写像になる. ここで, 次の定理が成り立つ.



Theorem (Beurling–Ahlforsの拡張定理 [BA56], 1956) K-擬等角写像f :

H → HのHへの同相拡張が無限遠点を固定する時, 境界値対応 φ = f |Rは
M-擬対称である. ただしM =M(K) ≥ 1はKにのみ依存する定数である.
逆にRの向きを保つ同相写像 φがM-擬対称である時,

fφ(x+ iy) =
1

2y

∫ x+y

x−y
φ(t)dt+

i

y

(∫ x+y

x

φ(t)dt−
∫ x

x−y
φ(t)dt

)
は, φのHへのC1級K-擬等角拡張を与える. ここでK = K(M) ≥ 1はM に
のみ依存する定数である. 特に φ = idR ならば fφ = idHとなる.

同様に, 単位円周 S1 := ∂D上の同相写像に対して擬対称性を定義することが
できBeurling–Ahlforsの定理が成り立つ; すなわち, S1の向きを保つ自己同相
写像 ψがM -擬対称であることを, 任意の θと 0 < t < 2πに対して

1

M
≤

∣∣∣∣ψ(ei(θ+t))− ψ(eiθ)

ψ(eiθ)− ψ(ei(θ−t))

∣∣∣∣ ≤M

を満たすことと定めると, Dの自己K-擬等角写像の境界値対応はM =M(K)-

擬対称となり, 逆に S1のM -擬対称写像はDへのK = K(M)-擬等角拡張を持
つことが示される.
現在では擬等角性の定義はより高次元の空間へと拡張されている [Väi71],

[Väi99]. 擬対称性についても一般の距離空間の間の写像へと定義が拡張され
ている [TV80]. そして高次元においても Beurling–Ahlforsの定理が成り立つ
[Ahl64], [Car74], [TV82]. 一方, ユークリッド空間の一般の部分集合上で定義
された擬対称埋め込みの擬等角拡張可能性 (Väisälä の第 8問題 [Väi95]) につ
いては大部分が未解明であり, 現在も研究が行われている, [TV99], [KO11],
[Vel15,Vel16], [Fuj16].

1.3 種々のBeurling–Ahlforsの定理. Beurling–Ahlforsの定理はタイヒミ
ュラー空間論において重要な役割を果たす. 特にBeurling–Ahlfors拡張は具体
的な積分によって与えられるため, 擬等角写像やそのベルトラミ係数を解析的
に調べるのに役に立つ. 一方で擬対称写像のより良い擬等角拡張を得ることに
よって, タイヒミュラー理論へのさらなる応用を得ようという研究がいくつか
ある.

1.3.1 Douady–Earleの拡張定理. 擬等角拡張がメビウス変換に関して同変
となることは応用上極めて重要である. 次の定理は重心拡張定理と呼ばれる;

Theorem (Douady–Earle[DE86],1986) 任意のM-擬対称写像 ψ : S1 →
S1と z ∈ Dに対し,

1− |w|2

2π

∫
S1

ψ(ζ)− w

1− ψ(ζ)w

1− |z|2

|ζ − z|2
|dζ| = 0

を満たす唯一の w ∈ Dを Fψ(z)と定めると, Fψ は ψ の Dへの実解析的な
K = K(M)-擬等角拡張を与える. さらに以下の性質が成り立つ;



1. メビウス変換 g, h ∈ Möb(D)に対して, Fh◦ψ◦g = h ◦ Fψ ◦ gが成り立つ.

2. ψ = idS1ならば Fψ = idD.

3.

∫
S1

ψ(z)dz = 0ならば Fψ(0) = 0.

Douady–Earle拡張は性質 (1),(3)によって特徴付けられる; すなわちS1の擬対
称写像に対し, Dへの擬等角拡張を与える対応 ψ 7→ Gψ が性質 (1),(3)を満た
すならばGψ = Fψとなる. また, 双曲型リーマン面間の擬等角写像 f : R → S

が与えられた時, 普遍被覆 πR : D → R および πS : D → S によって, f は
擬等角写像 F : D → D に持ち上がる. この時, πRおよび πS に関する被覆変
換群をそれぞれ ΓR, ΓS ⊂ Möb(D)とすると, ΓS = F ◦ ΓR ◦ F−1が成り立つ.

従って, 境界値対応 ψ = F |S1 も ΓS = ψ ◦ ΓR ◦ ψ−1を満たす. 逆に擬対称
写像 ψが ΓS = ψ ◦ ΓR ◦ ψ−1を満たせば, 性質 (3)から Douady–Earle拡張も
ΓS = Fψ ◦ ΓR ◦ F−1

ψ を満たす. 従って Fψは擬等角写像 f : R → Sを誘導する
ことがわかる. 性質 (3)は等角自然性と呼ばれる.

1.3.2 Schoen予想 (調和拡張). 一般にリーマン多様体間の滑らかな写像 f :

(Mm, g) → (Nn, h)が調和であるとは,エネルギー汎関数E(f) =

∫
M

Trg(f
∗h) vM

の臨界点であることを言う. ただし vM は gに関する体積要素を表す. これは,
各局所座標に関して f : x = (x1, · · · , xm) 7→ f(x) = (f 1(x), · · · , fn(x)) と書い
た時

△gf
k +

∑
α,β,i,j

gαβ · NΓkij ◦ f · ∂f
i

∂xα
∂f i

∂xβ
= 0, (k = 1, · · · , n) (1)

が成り立つことと同値である. ただし, △g = div ◦gradは gに関するラプラス・
ベルトラミ作用素, (gαβ)α,βは g = (gαβ)α,βと行列表示した時の gの逆行列, そ
して NΓkijは hに関するクリストッフェル記号とする.

滑らかな写像 f : (H, gH) → (H, gH)を考える. ただし gHは上半平面のポア
ンカレ計量, すなわち gH(z) = σ(z)2|dz|2 (σ(z) = (Imz)−1)とする. この時, 調
和写像の方程式 (1)は標準的な複素座標を用いて

fzz̄ + 2
(σw
σ

◦ f
)
fzfz̄ = 0

と書ける. 次の Schoen予想 [Sch93]は, 一意性はLi–Tam[LT93a,LT93b]によっ
て 1993年に, 存在性はMarkovic[Mar17]によって 2017年に解決された;

Theorem R上の擬対称写像は, Hへの調和な擬等角拡張をただ一つ持つ.

Hのメビウス変換はポアンカレ計量に関して等長的であった. 拡張の一意性か
ら調和拡張も等角自然性を持つことが分かる. 従って双曲型リーマン面Rに対
し, タイヒミュラー同値類 [f : R → S] ∈ T (R) は, Dのポアンカレ計量から誘
導される双曲計量 gRおよび gSに関して調和な擬等角変形 fH : R → Sを (Sの
自己同型による違いを除き)ただ一つもつ. 特に, 任意の擬等角変形 g : R → S
はただ一つの調和擬等角変形にアイソトピックである.



1.3.3 極小ラグランジュ拡張. 本論説のメインテーマとなるのが, Bonsante–
Schlenkerによって得られた次の拡張定理である;

Theorem (Bonsante–Schlenkerの極小ラグランジュ拡張 [BS10], 2010)
Rの擬対称写像 φは, 以下の性質を満たすただ一つの擬等角拡張 f = fML :
H → Hをもつ;

1. f はポアンカレ計量 gHに関して面積を保存する. すなわち, 面積要素を
vH =

√
det gH dxdy = σ(z)2dxdy (z = x+ iy)とすると, 任意の可測集合

A ⊂ Hに対し以下が成り立つ;∫
f(A)

vH =

∫
A

vH.

2. f のグラフ Γf := {(z, f(z)) | z ∈ H} は (H×H, gH + gH)内の極小部分多
様体となる.

一般に多様体 Sからリーマン多様体 (N, h)への滑らかな埋め込み (あるいはよ

り一般にはめ込み) Φ : S → (N, h)が面積汎関数A(Φ) =

∫
S

Φ∗vN の臨界点と

なるとき, Φおよびその像 Φ(S) ⊂ N は極小であると言う. これはM = Φ(S)
の平均曲率ベルトル場HM が 0になることと同値である. グラフΓf は実次元 2

の部分多様体であるので, Γf が極小部分多様体となるとき極小曲面と呼ぶ. 第
3節で説明するが, H×Hにはケーラー多様体の構造が入る. このとき, fMLの
満たす性質 (1)は, シンプレクティック構造 ωH×H に関して Γf がラグランジュ
部分多様体となることと同値である1. 以上の意味で fMLは極小ラグランジュ
(minimal Lagrangian)擬等角拡張と呼ばれる. 証明, 特に拡張の構成法につい
ては第 2節で説明するが, ローレンツ幾何, 特に反ド・ジッター空間の幾何学
を用いる.
拡張の一意性を使えば, 極小ラグランジュ擬等角拡張も等角自然性を持つ

ことがわかる. 特に, 双曲型リーマン面間の擬等角写像は, ポアンカレ計量か
らそれぞれのリーマン面に誘導される双曲計量に関して面積を保存するような
擬等角写像とアイソトピックである.

2 極小ラグランジュ擬等角拡張の構成.

　 第 1節で述べたBonsante–Schlenkerの極小ラグランジュ擬等角拡張につい
て、その構成法の概略を述べる. 詳しい内容については [BS10], [Bar16], ロー
レンツ幾何の基本的事項については [O’N83]が参考になる.

単位円板Dと実数直線Rの直積空間に, ローレンツ計量

(gAdS3)(w,t) := (gD)w −
(
1 + |w|2

1− |w|2

)2

dt2

を入れたものを AdS3 と書き, (3次元)反ド・ジッター空間と呼ぶ. ただし,

(w, t) ∈ AdS3 = D×Rを標準的な座標, gDをD上のポアンカレ計量とする. やや
1つまり, ωH×H |Γf

= 0となる.



天下りな定義であるが,関数 g : D → Rが空間的であるとは |gw|2 < (1+|w|2)−2

を満たすことする2. 空間的な関数 g : D → Rのグラフを S ⊂ AdS3とする. こ
のときガウス写像と呼ばれる対応, S → D×D, p 7→ (JL(p), JR(p))が得られる.

G : D → AdS3をG(w) = (w, g(w))と定め, J̃L = JL ◦ G, J̃R = JR ◦ Gを計算
すると

J̃L =
−2iw + (1 + |w|2)(gw − w2gw)

(1 + |w|2)(1 + 2Im(wgw)) + (1− |w|2)
√
1− (1 + |w|2)2|gw|2

eig

J̃R =
2iw + (1 + |w|2)(gw − w2gw)

(1 + |w|2)(1− 2Im(wgw)) + (1− |w|2)
√
1− (1 + |w|2)2|gw|2

e−ig

となることが分かる. ここで f := JR ◦ J−1
L = J̃R ◦ J̃L

−1
: D → Dと置く. この

時, 一般に f はD上のポアンカレ計量に関して面積を保存する写像になること
が示される.

図 2 双曲的面積を保存する写像の構成.

例えば, g(w) = (u− 9)2/18 (w = u+ iv)とすれば f は下図のような対応にな

る. ただし, 最も右の図は J̃Lおよび J̃Rによって移された三角形の像を一つの
円板上に描いたものである.
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図 3 g(w) = (u− 9)2/18の場合.

ローレンツ幾何においてもリーマン幾何と同様にして, レビ・チビタ接続,
リーマン曲率テンソル, 各種曲率が定義される. ローレンツ幾何では平均曲率
ベクトル場が恒等的に消えるような (空間的)曲面を極大曲面と呼ぶ. もし gの

2関数 gのグラフを S ⊂ AdS3 と置く. 通常ならば, gが空間的であるとは S への gAdS3 の
制限が正定値となることと定義される.



グラフ S が極大であれば f は極小ラグランジュとなることが示される. つま
り, f は双曲的面積を保存し, そのグラフはD × Dの極小曲面を定めるのであ
る. さらに, Sのガウス曲率が一様に負であれば f が擬等角となることも示さ
れる. より詳しく, Sの主曲率によって f の歪曲度が書ける. つまり gのグラ
フの曲がり具合に f の歪曲度・ベルトラミ係数の情報が現れるのである.

Bonsante–SchlenkerはS1 = ∂Dの擬対称写像から gの境界値条件を設定し,
境界値条件を満たす gでSが極大かつ一様負なガウス曲率を持つようなものを
構成することによって定理を示している.

3 極小ラグランジュ擬等角写像のベルトラミ係数.

　 極小ラグランジュ擬等角写像 f : H → H は, ポアンカレ計量に関して面積
を保存し, グラフ Γf = {(z, f(z)) | z ∈ H}がH × H内の極小曲面となるよう
な擬等角写像であった. グラフが極小曲面になるという条件は, Γf の平均曲率
ベクトル場が 0になることに対応するため f に関する 2階の微分方程式によっ
て書くことができるはずである. この節では, Γf が極小曲面となるために必要
な f に関する微分方程式を導出し, それによって面積を保存する擬等角写像が
極小ラグランジュとなるための必要十分条件を与える. またその条件はベルト
ラミ係数の条件によって書くことができることを説明する.

3.1 空間H×H. 上半平面をH = {z = x+ iy ∈ C | y > 0}としポアンカレ
計量 (gH)z = σ(z)2|dz|2 (σ(z) = (Imz)−1) が入っているものとする. また gHに
関する体積形式を (ωH)z = 2−1iσ(z)2dz∧dz̄ = σ(z)2dx∧dyとする. 空間H×H
には次のリーマン計量 gH×Hおよびシンプレクティック形式 ωH×Hが入る;

(gH×H)(z,w) = (gH)z + (gH)w,

(ωH×H)(z,w) = (ωH)z − (ωH)w.

このとき, (H × H, gH×H, ωH×H)はケーラー多様体になっている. 向きを保つ
可微分同相写像 f : H → Hに対し, そのグラフ Γf = {(z, f(z)) | z ∈ H}が
H × Hのラグランジュ部分多様体になるとは, (ωH×H)(z,f(z))の T(z,f(z))Γf への
制限が消えるということだが, これは f ∗ωH = σ(f(z))2(|fz|2 − |fz̄|2)dx ∧ dy =

σ(z)2dx ∧ dy = ωHと同値である. つまり, Γf がラグランジュ部分多様体にな
ることと, f がポアンカレ計量に関して面積を保存することは同値である.
標準的な座標 (z = x1 + ix2, w = x3 + ix4) ∈ H × Hに関して, {∂/∂xj}4j=1

は T(z,w)H×H = TzH⊕ TwHの基底を与える. H×Hのレビ・チビタ接続を∇
としたとき, 点 (z, w)でのクリストッフェル記号 Γkij は, Γ2

11 = −Γ1
12 = −Γ1

21 =

−Γ2
22 = σ(z), Γ4

33 = −Γ3
34 = −Γ3

43 = −Γ4
44 = σ(w) となり, これ以外の (i, j, k)

に対しては Γkij = 0となる.

3.2 極小グラフ. 実 2次元曲面 SのH × Hへの滑らかな埋め込み Φ : S →
H × Hを考える. ζ = (ξ, η)を Sの局所座標として, Φ(ζ) = (Φ1(ζ),Φ2(ζ)), ま
たΦ1(ζ) := φ1(ζ) + iφ2(ζ),Φ2(ζ) := φ3(ζ) + iφ4(ζ) と書くことにする. S上に
リーマン計量が入っているとき, Φが調和写像になることと各φk (k = 1, 2, 3, 4)
が調和写像の方程式 (1)を満たすことは同値であるが, これはΦのテンション
場が 0となることに対応している. 特に Φが等長埋め込みであるとき, テン



ション場と平均曲率ベクトル場は (定義によっては定数倍の違いを除いて)一
致する. すなわち等長埋め込みに対しては極小性と調和性は同値になる (参考:
[BW03]). ここで, g = Φ∗gH×HによってΦを等長埋め込みと見なすことにする.

接空間 TζSの複素化 TC
ζ S = TζS ⊗R C を考え,

∂

∂ζ
=

1

2

(
∂

∂ξ
− i

∂

∂η

)
,

∂

∂ζ
=

1

2

(
∂

∂ξ
+ i

∂

∂η

)
,

を用いると, 調和写像の方程式 (1)は

△gΦ
k + iσ ◦ Φk ·

(
a Φk

ζ Φk
ζ + b Φk

ζ Φk
ζ
+ c Φk

ζ
Φk
ζ + d Φk

ζ
Φk
ζ

)
= 0 (k = 1, 2), (2)

と書けることが分かる. ただし, 局所座標 ζ = (ξ, η)において, g−1 = (gαβ)α,β
と書いたとき, 

a = g11 + ig12 + ig21 − g22,
b = g11 − ig12 + ig21 + g22,
c = g11 + ig12 − ig21 − g22,
d = g11 − ig12 − ig21 − g22,

とする. 以上から, Φ(S)がH×Hの極小曲面になるための必要十分条件は, 計
量 g = Φ∗gH×H に関して方程式 (2)を満たすこととなる.
ここで領域 U ⊂ H上の滑らかな関数 f : U → Hに対し, Φ(z) = (z, f(z))

を適用すると以下の結果が得られる;

Theorem A 領域U上の滑らかな関数 f : U → Hに対し, グラフΓf ⊂ H×H
が極小になるための必要十分条件は以下の二つの微分方程式を満たすことで
ある;

• ∂

∂z

fzfz̄√
α2 − |fz|2|fz̄|2

− ∂

∂z̄

α√
α2 − |fz|2|fz̄|2

+
iσfzfz̄√

α2 − |fz|2|fz̄|2
= 0, (3)

• ∂

∂z

|fz|2fz̄√
α2 − |fz|2|fz̄|2

− ∂

∂z

αfz̄√
α2 − |fz|2|fz̄|2

− ∂

∂z̄

αfz√
α2 − |fz|2|fz̄|2

+
∂

∂z̄

|fz̄|2fz√
α2 − |fz|2|fz̄|2

− iσ2

σ ◦ f
fzfz̄√

α2 − |fz|2|fz̄|2
= 0.

(4)

ただし, α :=
1

2

(
σ2

(σ ◦ f)2
+ |fz|2 + |fz̄|2

)
, σ(z) :=

1

Imz
, とする.

3.3 極小ラグランジュ擬等角写像のベルトラミ係数. f : H → Hを極小ラグ
ランジュ擬等角写像とする. このとき f のグラフは極小なので方程式 (3), (4)

を満たす. さらに, ポアンカレ計量に関して面積を保存するので (σ ◦f)2(|fz|2−
|fz̄|2) = σ2が成り立ち, 方程式 (3), (4)において α = |fz|2となる. µ = µf =

fz̄/fzを f のベルトラミ係数とすれば, それぞれの方程式は以下のようになる;

• ∂

∂z

µ√
1− |µ|2

− ∂

∂z̄

1√
1− |µ|2

+ iσ
µ√

1− |µ|2
= 0, (3’)



• ∂

∂z̄

(
fz
√

1− |µ|2
)
+ iσµ

f 2
z

|fz|
= 0. (4’)

一方, ラグランジュ性 (つまりポアンカレ計量に関して面積を保存する性質)を
仮定したとき, 擬等角写像の極小性は (3’)のみから導かれる. すなわち以下の
結果が得られる;

Theorem B ポアンカレ計量に関して面積を保存する滑らかな擬等角写像 f :
H → Hに対し, fが極小となるための必要十分条件は, ベルトラミ係数 µ = µf
が次の微分方程式を満たすことである;

∂

∂z

µ√
1− |µ|2

− ∂

∂z̄

1√
1− |µ|2

+
i

Imz

µ√
1− |µ|2

= 0.

ラグランジュ性についても微分方程式の言葉で書くことができるので, 極小ラ
グランジュ擬等角写像を特徴づける微分方程式系が得られる;

Theorem C 滑らかな擬等角写像 f : H → Hが極小ラグランジュとなるため
の必要十分条件は以下の二つの微分方程式を満たすことである;

|fz|2 − |fz̄|2

Imf
=

1

Imz
,

∂

∂z

µ√
1− |µ|2

− ∂

∂z̄

1√
1− |µ|2

+
i

Imz

µ√
1− |µ|2

= 0.

また, 単位円板Dに対して書き直すと以下のようになる;

Theorem D 滑らかな擬等角写像 f : D → Dが極小ラグランジュとなるため
の必要十分条件は以下の二つの微分方程式を満たすことである;

|fz|2 − |fz̄|2

(1− |f |2)2
=

1

(1− |z|2)2
,

∂

∂z

µ√
1− |µ|2

− ∂

∂z̄

1√
1− |µ|2

+
2z̄

1− |z|2
µ√

1− |µ|2
= 0.

しかし, 定理C, Dにおいて, ラグランジュ性を表す微分方程式がベルトラミ係
数の条件によって書けていないという課題が残る.
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