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1 序
無限次元空間における微積分法は様々な方法で研究されてきた。例えば、そのよ

うな研究の一つでフレッシェ微分の概念とその一般化を用いたものが [6]にある。
筆者はある抽象ボース場の分配関数の h → 0（hはプランク定数）についての漸
近解析をボソンフォック空間における汎関数微分の概念を用いて行ったが、それに
よって、無限次元空間における微分の概念の応用が有効であることが一定程度示
された [1,2]。一方で、微分作用素のあるクラスがボソン生成作用素とボソン消滅
作用素から構成される。そのような微分作用素の観点から無限次元空間の構造を
研究することは興味深く、これまでに十分にはなされていないかもしれない。本稿
の目的は、そのような研究にとって基本的かつ一般的な結果とその応用の一つを
示すことにある。よく知られているように、∂̄-方程式は有限次元の複素多様体の解
析において重要な役割を演じる。だから、∂̄-方程式を複素無限次元空間において考
察することは自然である。この主題に関しては、既に研究がなされている [6]。[6]

においては、核型空間が無限次元空間として取られ、用いられている微分の概念
は主に Silva-微分である。本稿において、我々は抽象ボソンフォック空間L2(Q, dµ)

をいわゆるQ-空間表現 (例えば、[5,9]を参照)によって考察し、それとは異なる微
分の概念を導入する。それから、我々はある単純な汎関数のクラスについて、∂̄-
方程式を解く。ここで導入される L2(Q, dµ)における微積分法の定式化と ∂̄-方程
式についての結果は新しいものと思われる。



2 準備
H を可分な実ヒルベルト空間とする。HCでH の複素化を表す。HC上のボソ

ンフォック空間と呼ばれる複素ヒルベルト空間 Fb(HC)を

Fb(HC) :=
∞⊕
n=0

n⊗
s

HC

=

{
ψ = {ψ(n)}∞n=0

∣∣∣∣ ψ(n) ∈
n⊗
s

HC, n ≥ 0,
∞∑
n=0

∥ψ(n)∥2⊗n
s HC

<∞

}
,

で定義する。ここで、⊗n
sHCは HCの n重対称テンソル積である（⊗0

sHC := C）。
f ∈ HCに対してFb(HC)における試験ベクトル f に付随するボソン消滅作用素
を a(f)で表す。作用素 a(f)は稠密に定義された閉作用素であり、その共役 a(f)∗

は次の形を取る：

(a(f)∗ψ)(0) = 0, (a(f)∗ψ)(n) =
√
nSn(f ⊗ ψ(n−1)), n ≥ 1, ψ ∈ D(a(f)∗).

ここで、Snは⊗nHC上の対称化作用素を表す。作用素 a(f)∗は試験ベクトル f に
付随する生成作用素と呼ばれる。
(Q,B, µ)を確率空間、{ϕ(f)|f ∈ H }を以下の式を満たすガウス超過程とする。∫

Q

eiϕ(f)dµ(ϕ) = e−∥f∥2H /4, f ∈ H .

f1, · · · , fn ∈ H に対して、 : ϕ(f1) · · ·ϕ(fn) :で確率変数 ϕ(f1), · · · , ϕ(fn)のウィッ
ク積を表す。ウィック積 : ϕ(f1) · · ·ϕ(fn) :は次の漸化式を満たす。

: ϕ(f1) := ϕ(f1),

: ϕ(f1) · · ·ϕ(fn) : = ϕ(f1) : ϕ(f2) · · ·ϕ(fn) :

− 1

2

n∑
j=2

⟨f1, fj⟩ : ϕ(f2) · · · ϕ̂(fj) · · ·ϕ(fn) : n ≥ 2,

ここで、ϕ̂(fj) は ϕ(fj)を除くことを意味する。ベクトルΩ ∈ Fb(HC)を

Ω := (1, 0, 0, · · · ),

で定義する。ベクトルΩはFb(HC)におけるフォック真空と呼ばれる。次の事実
はよく知られている（例えば、[5,9]）。

定理 2.1. 次を満たすボソンフォック空間Fb(HC)からL2(Q, dµ)へのユニタリー
作用素が一意的に存在する。

UΩ = 1,

U(a(f1)
∗ · · · a(fn)∗Ω) = (

√
2)n : ϕ(f1) · · ·ϕ(fn) : , f1, · · · , fn ∈ H



f ∈ H に対して、作用素 π(f) を

π(f) := U

(
i√
2

(
a(f)∗ − a(f)

))
U−1.

で定義する。すると、f ∈ H に対して、π(f)は自己共役作用素になる。
すべてのH に対して、f 方向の汎関数的方向微分と呼ばれるDf を

Df := iπ(f) + ϕ(f).

で定義する。すると、よく知られているように [5]、すべての f ∈ H に対して、Df

は L2(Q, dµ)上の可閉線形作用素になる。

定義 2.2. Rn上の関数 F は、すべての α ∈ Zn
+に対して ∂αF が多項式的に有界に

なるとき、C∞
p.b.(Rn)に属する、といわれる。

以下、微分作用素Dgを単にDgと書く。関数空間T (Q)を

T (Q) := {F (ϕ(f1), · · · , ϕ(fn))|F ∈ C∞
p.b.(Rn), f1, · · · , fn ∈ H , n ∈ N}

と定義する。すると、次の命題が成り立つ。

命題 2.3. すべての g ∈ H に対して、 T (Q) ⊂ D(Dg)が成り立つ。 さらに、す
べての F ∈ C∞

p.b.(Rn)と g, f1, · · · , fn ∈ H に対して

DgF (ϕ(f1), · · · , ϕ(fn)) =
n∑

j=1

⟨fj, g⟩(∂jF )(ϕ(f1), · · · , ϕ(fn)).

が成り立つ。

変数 xjについて一般化された偏微分作用素をDjで表す。

命題 2.4. 関数 F ∈ L2(Rn)を多項式的に有界でDjF ∈ L2(Rn), j = 1, . . . , n,を満
たすものとする。このとき、ベクトル f1, . . . , fn ∈ H が、「分散-共分散行列A =

(
∫
Q
ϕ(fi)ϕ(fj)dµ(ϕ))が正定値である。」という条件を満たすならばF (ϕ(f1), · · · , ϕ(fn)) ∈

D(Dg|T (Q)) ⊂ D(Dg) かつ

DgF (ϕ(f1), · · · , ϕ(fn)) =
n∑

j=1

⟨fj, g⟩(DjF )(ϕ(f1), · · · , ϕ(fn)).

3 ボソンフォック空間における微積分法の諸公式
　次の積分記号下の微分公式が成り立つ。



命題 3.1. A ⊂ Rnを区間の直積、g ∈ H 、F をQ× Aで定義された関数で

F (ϕ, ·), DgF (ϕ, ·) ∈ C(A), µ− a.e. ϕ ∈ Q, F (·, t) ∈ D(Dg), t ∈ A.

を満たすものとする。このとき、

sup
t∈A

|F (ϕ, t)|, sup
t∈A

|DgF (ϕ, t)|,
∫
A

|F (ϕ, t)|dt,
∫
A

|DgF (ϕ, t)| ∈ L2(Q, dµ).

を満たすならば、
∫
A
F (ϕ, t)dt ∈ D(Dg)かつ

Dg

∫
A

F (ϕ, t)dt =

∫
A

DgF (ϕ, t)dt.

すべての ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ Q×Qと f ∈ H に対して,ϕ(f)を

ϕ(f) := (ϕ1(f), ϕ2(f)).

によって定義する。g ∈ H かつ、F をQ×Q上の関数で、すべての ϕ1, ϕ2 ∈ Qに
対して F (·, ϕ2), F (ϕ1, ·) ∈ D(Dg)が成り立つものとする。このとき、D1

gF,D
2
gF を

(D1
gF )(ϕ1, ϕ2) := DgF (·, ϕ2)(ϕ1), (D

2
gF )(ϕ1, ϕ2) := DgF (ϕ1, ·)(ϕ2), ϕ1, ϕ2 ∈ Q.

で定義する。

定義 3.2. FをQ×Q上の関数で、すべてのϕ1, ϕ2 ∈ Qに対して F (·, ϕ2), F (ϕ1, ·) ∈
D(Dg)が成り立つものとする。ある n ∈ N, fj ∈ H (j = 1, · · · , n),Gk

j ∈ L2(Q×
Q, d(µ⊗µ)) (k = 1, 2)が存在して、すべてのg ∈ H に対して、Dk

gF =
∑n

j=1⟨fj, g⟩Gk
j ,

k = 1, 2. が成立するとき、F はD に属するといわれる。

ここで、ある種の複素微分形式を定義する。その起源は [3,4]にある。F ∈ D ,

{el}∞l=1をH のCONSとする。HCからL2(Q×Q, d(µ⊗µ))への実線形作用素 ∂̄F

を

∂̄F (g) := lim
N→∞

(
N∑

n=1

⟨en, ḡ⟩
1

2
(D1

en + iD2
en)F

)
, g = g1 + ig2, g1, g2 ∈ H .

で定義する。この定義はCONSの取り方によらない。
命題 2.3,命題 3.1と一般化されたコーシーの積分公式 [7]により、次の定理が得

られる。

定理 3.3. F ∈ C1
0(R2) かつ f ∈ H とする。このとき、すべての g ∈ HCに対して,

∂̄

(
1

2πi

∫
C
F (ϕ(f) + ζ)

dζ ∧ dζ̄
ζ

)
(g) = F (ϕ(f))⟨f, ḡ⟩.

が成り立つ。



次の形のボソンフォック空間における部分積分公式が得られる。

命題 3.4. [5, 8] g ∈ H とする。このとき、すべてのF ∈ D(Dg|T (Q))とG ∈ T (Q)

に対して、 ∫
Q

(DgF )Gdµ =

∫
Q

F (ϕ) (2ϕ(g)G(ϕ)− (DgG)(ϕ)) dµ(ϕ).

が成り立つ。

有限次元空間の解析学における場合と同様に、命題 3.4により、汎関数的方向微
分作用素Dgは一般化され、すべての F ∈ L2(Q, dµ)がDgで微分できるようにな
る。この一般化された微分の意味で、命題 2.4により定理 3.3はある一般のクラス
の関数に対して拡張される。
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