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1. 導入

N 次元 Euclid空間RN 上の Schrödinger方程式{
i∂tu(t, x) = (−∆x + V (t, x))u(t, x), (t, x) ∈ R× RN ,

u(0, x) = u0(x), x ∈ RN
(1)

は量子力学の基礎方程式として提唱されて以来，数学において様々な
研究がなされている．ポテンシャル V (t, x)が時間依存しない場合，(1)
の可解性は Schrödinger作用素

H = −∆x + V (x) on L2(RN)(2)

の自己共役性と同値である．(1)の解 u(t, ·) = e−itHu0の挙動はHのス
ペクトルによって決定されることが知られおり，2節で詳説する．
本講演では，Schrödinger作用素 (2)のラプラシアン∆xおよび V を

格子上に離散化して得られる離散Schrödinger作用素の散乱理論を考
察する．∆xは中心差分近似または最近接点の値の和（の定数倍）によっ
て離散化するが，格子の形状によって作用素の形が変わってくること
に注意する．

例 1. (1) 正方格子上の離散 Schrödinger作用素1

Hsu(x) = −1

2

∑
|y−x|=1

u(y) + V (x)u(x), x ∈ ZN , u ∈ ℓ2(ZN).

(2) 2次元三角格子上の離散 Schrödinger作用素

Htu[x] = −1

6

6∑
j=1

u(x+ nj) + V (x)u(x), x ∈ Z2,

ただしn1 = (1, 0), n2 = (−1, 0), n3 = (0, 1), n4 = (0,−1), n5 = (1,−1),
n6 = (−1, 1)．座標の取り方は下図参照．
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1中心差分近似であれば − 1
2

∑
|y−x|=1(u(y) − u(x))とするべきだが，両者の差は

恒等作用素の定数倍なのでスペクトルの性質に影響しない．



Figure 1. 三角格子．

(3) 2次元六角格子上の離散Schrödinger作用素: u = t(u1, u2) ∈ ℓ2(Z2)⊕
ℓ2(Z2) = ℓ2(Z2;C2)に対し

Hhu(x1, x2) = −1

3

(
u2(x1, x2) + u2(x1 − 1, x2) + u2(x1, x2 − 1)
u1(x1, x2) + u1(x1 + 1, x2) + u1(x1, x2 + 1)

)
+

(
V1(x)u1(x)
V2(x)u2(x)

)
.

各座標 (x1, x2)に対し 2点が割り振られているため，先の 2例より複雑
な構造になっている．

Figure 2. 六角格子．座標 (x1, x2)が六角形の左上また
は右下の辺に付けられ，辺の丸の点が第 1成分，四角の
点が第 2成分に対応する．

ここで本アブストラクトの流れを述べておこう．2節では RN 上の
Schrödinger作用素 (2)の散乱理論について知られていることを解説す
る．同時に自己共役性の十分条件とスペクトルの一般的な分類を紹介
する．各スペクトルに対応する部分空間が量子力学的な束縛状態と散乱
状態とうまく対応していることも説明する．3節では離散 Schrödinger
作用素の散乱理論における先行研究を紹介する．最後の 4節では主定
理を述べる．4.1項の定理 6で，例 1のHs, Htを含むクラスにおける長
距離散乱に対する修正波動作用素を構成をし，その存在および漸近完
全性について紹介する．Hhの場合は定理 6を適用できないが，この場
合でも同様の結果（定理 7）が示されたことも 4.2項で報告する．



2. Schrödinger作用素の既知の結果

2.1. 自己共役性. Schrödinger作用素の自己共役性は加藤-Rellichの定
理によって示されており，具体的には以下のことが知られている．

定理 2 ([6] p.12). V (x)は実数値で

N ≤ 3なら V ∈ L2(RN) + L∞(RN),

N ≥ 4なら V ∈ Lp(RN) + L∞(RN), p > N/2

とする．このときH = −∆ + V, D(H) = C∞
c (RN)は本質的自己共役

であり，D(H) = H2(RN)である．

2.2. スペクトルの性質. H をヒルベルト空間 H上の自己共役作用素
とすると，H = Hpp(H) ⊕ Hac(H) ⊕ Hsc(H)と分解される．Hpp(H),
Hac(H), Hsc(H)はそれぞれH の点スペクトル空間，絶対連続部分空
間，特異連続部分空間とよばれる：

Hpp(H) := L.h.{u ∈ H : Hの固有値 },
Hac(H) := {u ∈ H; fu(·): Lebesgue測度について絶対連続 },
Hsc(H) := {u ∈ H; fu(·): Lebesgue測度について特異連続 }.

ここで fu(B) :=
∫
B
d(EH(λ)u, u), B ∈ B(RN), EH(λ): H のスペクト

ル分解である．各スペクトルを以下で定義する．

σpp(H) := {Hの固有値 } Hの点スペクトル

σac(H) := σ(H|Hac) Hの絶対連続スペクトル

σsc(H) := σ(H|Hsc) Hの特異連続スペクトル

Hpp(H)の元は束縛状態とも呼ばれ，特にHu0 = λu0であれば (1)の
解はu(t) = e−itHu0 = e−itλu0である．コペンハーゲン解釈によれば，時
間 tにおいて領域 U 内に粒子が存在する確率が

∫
U
|u(t, x)|2dx/∥u(t)∥2

となるので，束縛状態では粒子が時間発展していないことが分かる．
一方，Hac(H)の元は散乱状態と呼ばれ，以下の主張はその解釈を正

当化している．定理 2の条件下の Schrödinger作用素は定理 3の仮定を
みたす．

定理 3 ([6] p.36). L2(RN)上の自己共役作用素Hが局所コンパクト性，
すなわち任意のR > 0に対して χ{|x|<R}(H + i)−1がコンパクト，を満
たすとする．このとき任意のR > 0と u ∈ Hac(H)に対して∫

|x|<R

|e−itHu(x)|2dx → 0, t → ±∞.

Hac(−∆) = L2(RN), σ(−∆) = [0,∞)であるから，ポテンシャルな
しの場合は散乱状態のみである．

Hsc(H) = 0である場合しか扱わないため，Hsc(H)には特に触れない．



2.3. 散乱理論. 散乱理論は Schrödinger方程式の解の長時間挙動の解析
として研究されている．散乱理論の基本的な動機は，V が無限遠で減
衰しているとき u ∈ Hac(H)なら粒子が無限遠に飛んでいくので，時
間が十分たてば e−itHuはポテンシャルが 0のときのように振舞うだろ
うという疑問である．言い換えれば，H0 = −∆とするとき，任意の
u ∈ Hac(H)に対して

e−itHu− e−itH0u± → 0, t → ±∞

をみたす u± ∈ L2(RN) = Hac(H0)が一意に存在するかを調べることで
ある．eitHのユニタリ性より ∥e−itHu− e−itH0u±∥ = ∥u− eitHe−itH0u±∥
なので，さらに次のように定式化される：
i)波動作用素

W± := s-lim
t→±∞

eitHe−itH0

が存在するか？
ii)W±が存在するとき（W±はユニタリ作用素），W±は漸近完全か？
すなわちRanW± = Hac(H)か？

V が短距離型，すなわちある ρ > 1が存在して V (x) = O(⟨x⟩−ρ)

(⟨x⟩ := (1 + |x|2) 1
2 )をみたすとき，i),ii)がともに成り立つことが知ら

れている ([5],[10])．
一方，V が短距離型より遅い減衰をするとき，波動作用素W±が存

在するとは限らないことが知られている ([14] p.169)ため，W±を何ら
かの方法で修正した修正波動作用素を用いて議論する必要がある．修
正波動作用素は何種類かあるが，今回は磯崎-北田型の修正波動作用素
を紹介する．次のアイコナール方程式

|∇xφ(x, ξ)|2 + V (x) = |ξ|2(3)

を {|x| > R = Rξ, ξ ̸= 0, |x · ξ/(|x||ξ|)| > 1− ε}上でみたす φを用いて

Ju(x) := (2π)−N

∫
RN

∫
RN

ei(φ(x,ξ)−y·ξ)u(y)dydξ(4)

とおく．磯崎-北田修正波動作用素は，

W±
J (Γ) = s-lim

t→±∞
eitHJe−itH0EH0(Γ), Γ ⋐ (0,∞)(5)

で定義される作用素2で，漸近完全性はRanW±
J (Γ) = EH(Γ)Hac(H)で

置き換えられる．V が長距離型，すなわちある ρ > 0が存在して

|∂α
xV (x)| ≤ Cα⟨x⟩−|α|−ρ, x ∈ RN , α ∈ NN

≥0

をみたすとき，(5)で定義された修正波動作用素が任意のΓ ⋐ (0,∞)で
存在し漸近完全であることが磯崎-北田 [7]によって示されている．

2エネルギー区間を Γの範囲で制限しているのは，上で定義した作用素 J が有界
作用素にならないからである．その原因は φを ξ = 0の近傍で特異性を持つように
構成する必要があることによる．一方，JEH0

(Γ)は有界作用素になる．



3. 離散 Schrödinger作用素の散乱理論に関する先行研究

V が有限台を持つとき，例 1の 3つの格子を含むクラスで波動作用
素が存在し漸近完全であることが安藤-磯崎-森岡 [2]によって示されて
いる．また，Parra-Richard [13]により V が短距離型の場合に拡張され
ている．V が長距離型，すなわち後述の仮定 5をみたすとき，正方格
子の場合は中村 [11]によって磯崎‐北田型とは異なる修正波動作用素
の構成について議論されている．

4. 主定理

4.1. Hs, Htを含むクラス. fを，f [−x] = f [x]をみたすZN 上の急減少
関数とし，H0を

H0u[x] =
∑
y∈ZN

f [y]u[x− y]

とおく．H0は ℓ2(ZN)上の有界自己共役作用素である．離散Fourier変
換 F : ℓ2(ZN) → L2(TN)を

Fu(ξ) = (2π)−
N
2

∑
x∈ZN

e−ix·ξu[x], ξ ∈ TN = [−π, π)N

とするとH0は

H0u[x] = F ∗(h0(·)Fu(·))[x],

h0(ξ) =
∑
x∈ZN

e−ix·ξf [x]

と表わされ，h0 ∈ C∞(TN ;R)である．自由作用素H0に対して次を仮
定する．

仮定 4. v(ξ) = ∇ξh0(ξ), A(ξ) =
t∇ξ∇ξh0(ξ)とし，

T = {h0(ξ) | ξ ∈ TN , v(ξ) = 0}
とおくと，T は内点をもたず，

{ξ ∈ TN |v(ξ) ̸= 0, detA(ξ) ̸= 0}
は TN で稠密である．

正方格子，三角格子の場合，それぞれ hs(ξ) =
∑N

j=1 cos ξj, ht(ξ) =

−1
3
(cos ξ1 + cos ξ2 + cos(ξ1 − ξ2)) であるから仮定 4をみたすことが分

かる．
V を ZN 上の実数値関数とし，

H = H0 + V

とおく．V に対して次を仮定する．

仮定 5. ある ρ > 0と V の拡張 Ṽ ∈ C∞(RN)が存在して，

|∂α
x Ṽ (x)| ≤ Cα⟨x⟩−|α|−ρ

が任意の x ∈ RN と多重指数 αで成り立つ．



上記の仮定の下で一つ目の主定理を述べる．

定理 6 ([15]). 仮定 4，5の下で，次をみたす ℓ2(ZN)上の作用素 Jが存
在する：任意の Γ ⋐ h0(TN)\T に対して，修正波動作用素

W±
J (Γ) = s-lim

t→±∞
eitHJe−itH0EH0(Γ)

が存在し，以下が成り立つ：
i)Intertwining property: HW±

J (Γ) = W±
J (Γ)H0，

ii)部分等長性: ∥W±
J (Γ)u∥ = ∥EH0(Γ)u∥，

iii)漸近完全性: RanW±
J (Γ) = EH(Γ)Hac(H).

定理中の Jは (3), (4)とほぼ同様にして構成される．φは x-ξ空間上
のある領域での eikonal方程式

h0(∇xφ(x, ξ)) + Ṽ (x) = h0(ξ)

の解として構成し，作用素 J を

Ju [x] = (2π)−N

∫
TN

∑
y∈ZN

ei(φ(x,ξ)−y·ξ)u[y]dξ

と定義する．

4.2. 六角格子の場合. 考えるヒルベルト空間が ℓ2(Z2;C2)であること
が正方格子等の場合と異なり，修正波動作用素の構成のために対角化
の議論が必要である．Hh0 を Hh に V1 = V2 = 0を代入した作用素，
F := F ⊕ F とおくと

F ◦Hh0 ◦ F∗ =

(
0 α(ξ)

α(ξ) 0

)
∈ B(L2(T2;C2)),

である．ただし α(ξ) := 1 + eiξ1 + eiξ2．ここで

p(ξ) = |α(ξ)|,

U(ξ) =
1√
2

(
1 α(ξ)/|α(ξ)|

−α(ξ)/|α(ξ)| 1

)
とおくと，α(ξ) ̸= 0 (⇔ (ξ1, ξ2) ̸= (±2π

3
,∓2π

3
))ならば

H̃h0(ξ) := U(ξ)

(
0 α(ξ)

α(ξ) 0

)
U(ξ)∗ =

(
p(ξ) 0
0 −p(ξ)

)
maxξ∈T2 p(ξ) = 3, minξ∈T2 p(ξ) = 0より σ(Hh0) = [−3, 3]で，

{p(ξ) | ξ /∈ p−1(0), ∇p(ξ) = 0} = {1, 3}

となる．六角格子の場合の長距離散乱について以下の結果が得られた．

（Hh = Hh0 +

(
V1 0
0 V2

)
に注意．）



定理 7 (T., 2016). Z2上の実数値関数V1, V2は仮定 5をみたし，V1−V2

は仮定 5の条件 ρ > 0を ρ > 1に置き換えたものをみたすとする．この
とき磯崎-北田型の修正波動作用素が構成できる．すなわち，作用素 J
が存在して，任意の Γ ⋐ [−3, 3]\{0,±1,±3}に対して修正波動作用素

W±
J (Γ) = s-lim

t→±∞
eitHhJe−itHh0EHh0

(Γ)

が存在し，以下が成り立つ：
i)Intertwining property: HhW

±
J (Γ) = W±

J (Γ)Hh0，
ii)部分等長性: ∥W±

J (Γ)u∥ = ∥EHh0
(Γ)u∥，

iii)漸近完全性: RanW±
J (Γ) = EHh

(Γ)Hac(Hh).

5. 証明の概略

定理 6の証明は作用素 J の構成を含め，本論文の証明の大部分は磯
崎-北田 [7]に沿っている．修正波動作用素の存在は定常位相法で証明
し，漸近完全性の証明は量子力学的直観に基づいたEnssの方法による．
六角格子の場合（定理 7）は，C2値関数の解析をするため少々厄介

である．非摂動項Hh0の対角化と同時に V1, V2が

U
(
V1 0
0 V2

)
U∗

の変形を受けることに注意する．ただしU := F∗◦U(·)◦F．V1, V2をT2

上の擬微分作用素と（modulo smoothing operatorで）同一視し，U(ξ)
の特異性を無視すれば，擬微分作用素の基本的な計算により上式は(

(V1 + V2)/2 0
0 (V1 + V2)/2

)
+ (short-range term)

となるから，各対角成分で定理 6と同様の議論に帰着させる．
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matics, 135. Birkhäuser Verlag, Basel, 1996.

[2] K. Ando, H. Isozaki, H. Morioka: Spectral properties of Schrödinger operators
on perturbed lattices. Ann. Henri Poincaré 17 (2016), 2103-2171.
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