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概 要
本講演では Weber 方程式をはじめとする (合流型)超幾何微分方程式に対し

て, 完全WKB 解析で重要な役割を演じる Voros 係数が, 位相的漸化式により定
義される自由エネルギーの母関数を用いて書き表されることを示す．なお, 本研
究は名古屋大学の岩木耕平氏及び神戸大学の小池達也氏との共同研究に基づく．

1 準備
1.1 WKB 解と Voros 係数
1次元 Shrödinger 方程式

(1.1)

(
ℏ2

d2

dx2
−Q(x, ℏ)

)
ψ(x, ℏ) = 0

(ℏは Planck 定数と呼ばれる小さなパラメータ)は WKB 解と呼ばれる形式解

(1.2) ψ±(x, ℏ) = exp

(∫ x

S(±)(x, ℏ) dx
)

を持つ．このとき方程式 (1.1)の Voros 係数は, S(+)を方程式 (1.1)の特異点 b0から
特異点 b1 までの積分を正規化したものとして定義される．本講演で考えるQ(x, ℏ)
の場合は次式で与えられる．

(1.3) V :=

∫ b1

b0

(S(+)(x, ℏ)− ℏ−1S
(+)
−1 (x)− S

(+)
0 (x)) dx.
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1.2 位相的漸化式
本講演では, 代数曲線

(1.4) P (x, y) = p0(x)y
2 + p2(x) = 0

を考える．また, x(z)と y(z)はP (x(z), y(z)) = 0であって, dxと dyが共通零点を持
たないような P1上の有理型函数とする．このとき, 位相的漸化式は次のように定式
化される．

定義 1.1 ([EO, Definition 4.2]). P1 上の有理型多重微分Wg,n(z1, . . . , zn) (g ≥ 0,

n ≥ 1) を以下で定める．

W0,1(z1) = y(z1)dx(z1),(1.5)

W0,2(z1, z2) =
dz1dz2

(z1 − z2)2
,(1.6)

Wg,n+1(z0, z1, . . . , zn) =
∑
r∈R

Res
z→r

K(z0, z)

[
Wg−1,n+1(z, z̄, z1, . . . , zn)(1.7)

+
′∑

g1+g2=g
I⊔J={1,...,n}

Wg1,1+|I|(z, zI)Wg2,1+|J |(z̄, zJ)

]
.

ここで, R = {r ∈ P1 | dx(r) = 0}は x : C → P1 を被覆写像とみなした際の分
岐点の集合, z̄は各分岐点における zの局所共役点 (つまり, 各分岐点のある近傍で
x(z) = x(z̄) かつ y(z) ̸= y(z̄)を満たす点),

(1.8) K(z0, z) =
1

z0−z
dz0

(y(z)− y(z̄)) dx(z)

であり, また (1.7)の最後の和は {1, . . . , n}の空集合も許す任意の分割に関する和で
あり, I = {i1, i2, . . . , im} ⊂ {1, . . . , n} (i1 < i2 < · · · < im)とすると

Wg,m+1(z, zI) = Wg,m+1(z, zi1 , . . . , zim)

である. また, 同じ和における ′は (g1, I) = (0, ∅) および (g2, J) = (0, ∅) なる場合を
除外することを意味する.

2 量子曲線
この位相的漸化式により定義されるWg,nを用いて, V.Bouchardと B.Eynardは,

適当な条件のもとで方程式 (1.1)のWKB解が構成できることを示した ([BE])．特に,

Weber方程式の場合には次が得られる．



定理 2.1 ([BE], cf. [Ta]). (1.1)において

(2.1) Q(x, ℏ) =
x2

4
− E − (ν − 1

2
)ℏ

とする．ただし ν ∈ Cはパラメータである．このとき,

ψ(x, ℏ) = exp

[
ℏ−1

∫ z

W0,1(z) +
1

2!

∫
D

∫
D

dz1 dz2
(z1z2 − 1)2

dz

+
∞∑

m=1

ℏm


∑

2g+n−2=m
g≥0, n≥1

1

n!

∫
D

· · ·
∫
D

Wg,n(z1, . . . , zn)



∣∣∣∣∣∣∣
z=z(x)

(2.2)

は (1.1)のWKB解となる．ここで
∫
D

= ν

∫ z

0

+(1 − ν)

∫ z

∞
であり, z = z(x)は

x = x(z)の逆関数である．

3 主結果
本講演の主結果は, (合流型) 超幾何微分方程式の Voros 係数が自由エネルギー Fg

の母関数を用いて表されるというものである．以下, Weber方程式の場合に説明する
こととし, Q(x, ℏ) は (2.1)で与えられるものとする．このとき, Fgは方程式 (1.1)に
含まれるパラメータ Eに依存するので, それを Fg(E)とかき, さらに Fg(E)の母関
数を

F (E, ℏ) =
∑
g≥0

Fg(E)ℏ2g−2

とする．また, このとき方程式 (1.1)の Voros 係数はパラメータE, ν, ℏに依存する
ので, それを V (E, ν, ℏ)と表す．

定理 3.1 (cf. [Ta]). 次が成り立つ．

(3.1) V (E, ν, ℏ) = {F (E + νℏ, ℏ)− F (E + (ν − 1)ℏ, ℏ)}− ∂F0

∂E
ℏ−1 − 2ν − 1

2

∂2F0

∂E2
.

この定理 3.1とWKB解の性質により, F が差分方程式

(3.2) F (E + ℏ, ℏ)− 2F (E, ℏ) + F (E − ℏ, ℏ) =
∂2F0

∂E2

を満たすことがわかる．これを解くと Fg(E)の具体形が得られる．

補題 3.2.

(3.3) Fg(E) =
B2g

2g(2g − 2)
E2−2g (g ≧ 2).



注意 3.3. Weber方程式の場合の Fg(E)の具体形は, [HZ]により知られている．

定理 3.1と補題 3.2から, V (E, ν, ℏ)の具体形もわかる．

定理 3.4 (cf. [AKT], [T]). V (E, ν, ℏ)について, 次が成り立つ．

(3.4) V (E, ν, ℏ) =
∞∑
n=2

Bn (1− ν)

n(n− 1)
E1−nℏn−1.

ここで Bn(X) は
weXw

ew − 1
=

∑
n≥0

Bn(X)
wn

n!

で定義される n番目のBernoulli多項式である.

注意 3.5. 関係式 (3.4)で ν = 1/2の場合は, Sato’s conjecture (cf. [AKT], [T]) とし
て知られているものである．

さらに, これらの定理の一般化として, Gaussの超幾何方程式等の場合にも同様の
結果が得られる．詳しくは講演の中で触れる予定である．
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