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Ω ⊂ RN (N ≧ 3)を有界領域，境界 ∂Ωは滑らかとし，T > 0を任意に固定した正
数とする．本講演では，p - Sobolev flowとよばれる，次の二重非線形放物型初期・
境界値問題について考える:

∂t(|u|q−1u) = div (|∇u|p−2∇u) in Ω× (0, T )

u = 0 on ∂Ω× (0, T )

u(0) = u0 in Ω

(1)

ただし，2 ≦ p < N, q := Np
N−p

− 1とし，u = (ui(x, t)), i = 1, . . . , k,は (x, t) ∈
Ω× [0, T ]に対して定義されたRkに値を持つ未知関数である．特に p = 2, k = 1の
場合 (1)はYamabe flow (山辺流)とよばれる．Yamabe flowはいわゆる山辺の問題
(N(≧ 3)次元 Riemann多様体 (M, g0)上の定スカラー曲率の共形計量の存在)の研
究で導入されたもので，熱流

ut = (s−R)u = u− 4
N−2 (cN∆g0u−R0u) + su, cN :=

4(N − 1)

N − 2
(2)

のことである．ただし，u = u(t) (t ≧ 0)は g(t) = u
2

N−2 g0,
∫
M
u

2N
N−2dvolg0 = 1をみた

すM 上のC∞正値関数であり，Rは計量 gに関するスカラー曲率で s :=
∫
M
Rdvolg

である．Hamilton ([1])はある幾何学的な条件の下 (2)の収束について示し，Ye ([2])

は多様体 (M, g0)が正曲率かつ局所共形平坦の下 (2)の時間大域解の存在と定常解の
性質について示した．さらに，Schwetlick-Struwe ([3])は次元について 3 ≦ N ≦ 5，
および積分値 inf

u

∫
M

(
cN |∇u|2g0 +Rg0u

2
)
dvolg0の適切な条件と (M, g0)が正曲率の下

(2)の時間大域解の存在と t → ∞での解の漸近収束を示した．
　一方，多様体をEuclid空間内の有界領域にすると，上記の結果の曲率の条件は成
り立たなくなる．本研究では曲率の条件を外して，Yamabe flow (2) より一般に (1)

の p - Sobolev flowの解について以下の結果を得た．
主結果 1

u0 ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω)とする．このとき任意の T > 0に対して，(1)の弱解が存

在する．
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主結果 1の証明のアイデアは，(∗)で時間微分項 ∂t (|u|q−1u)を後ろ向き差分商

∂−h
t

(
|u|q−1u

)
:=

|u|q−1u(t, x)− |u|q−1u(t− h, x)

h
(x ∈ Ω)

に置き換えて，楕円型方程式に帰着させ，Galerkin法で解くというものである．す
なわち，

1⃝：N ∈ N，h := T/N > 0とし，時間を止める．{ei(x)}∞i=1をL2(Ω)で正規直交系を
なし，W 1,p

0 (Ω)で稠密とする．また，Vl := span{e1(x), . . . , el(x)}とおく．u0, um−1

が与えられたとき，∀ξ ∈ Vlに対して，

−
∫
Ω

|∇um,l|p−2∇um,l · ∇ξ dx =

∫
Ω

|um,l|q−1um,l − |um−1|q−1um−1

h
ξ dx

をみたすum,l(x) :=
l∑

j=1

αmhjej(x)を帰納的に定義し ({um,l}の存在性はBrowerの不動

点定理より保証 ([8]))，l → ∞の極限に移行し {um(x)}を構成 ([6])．なお，この極限
移行に関しては，Minty’s Monotone trickを用いる．実際，E(∇u) := |∇u|p−2∇u

と定義するとき，代数不等式

(|ξ|p−2ξ − |η|p−2η) · (ξ − η) ≥ C|ξ − η|p, ∀ξ, η ∈ Rk

を用いると，E(∇u)はmonotoneであることが分かる．
2⃝：各時間区間 (m − 1)h < t ≦ mhで 1⃝で得られた {um(x)}をステップに拡張：
{ūh(x, t)}．
3⃝：{ūh}の Lp(0, T ; W 1,p

0 (Ω))における弱収束極限を uとして弱解を構成．
　なお， 3⃝のステップでは次のエネルギー評価を用いる．
命題 1 (エネルギー評価)

ūhに対して，次の (i)-(iii)が成り立つ．

(i)
q

q + 1
sup

0≦t≦T

∫
Ω

|ūh(t)|q+1 dx+

∫ T

0

∫
Ω

|∇ūh|p dxdt ≦
q

q + 1

∫
Ω

|u0|q+1 dx

(ii)

∫ T

0

∫
Ω

(∫ 1

0

|sūh(t, x) + (1− s)ūh(t− h, x)|q−1 ds

)
|∂−h

t ūh|2 dtdx

+
1

p
sup

0≦t≦T

∫
Ω

|∇ūh(t)|p dx ≦
1

p

∫
Ω

|∇u0|p dx

(iii) ∥ūh(t)∥L∞(Ω) ≦ ∥u0∥L∞(Ω) (∀t ∈ [0, T ])

(⇝ [4]における cut-off関数のアイデアによる)



主結果 2 (解の有界性)

k = 1, u0 ∈ W 1,p
0 (Ω)∩L∞(Ω) かつ Ω上 u0 ≧ 0, u ̸≡ 0とする．このとき，任意の

(x, t) ∈ Ω× (0, T )に対して

inf
Ω

u0 ≦ u(x, t) ≦ sup
Ω

u0

　以下，u ≧ 0を (1)の非負弱優解とする．また，K2ρをRN 内の原点 0 ∈ RN を中
心とする一辺 2ρの立方体とし，θ > 0をパラメーターとして，シリンダーを

Q(θ(2ρ)p, 2ρ) := K2ρ × (−θ(2ρ)p, 0)

とおく．ここで (y, s) ∈ ΩT := Ω× (0, T )に対し，

(y, s) +Q(θ(2ρ)p, 2ρ) := K2ρ(y)× (s− θ(2ρ)p, s) ⊂ ΩT

となるように十分小さく ρ > 0をとる．さらに，

µ+ := ess sup
(y,s)+Q(θ(2ρ)p, 2ρ)

u, µ− := ess inf
(y,s)+Q(θ(2ρ)p, 2ρ)

u, ω := ess osc
(y,s)+Q(θ(2ρ)p, 2ρ)

u = µ+−µ−

とするとき次が成り立つ．
命題 2

ξ ∈ (0, 1], a ∈ (0, 1)を任意に固定する．このとき，p,Nとパラメーター {θ, ξ, a, ω}
に依存する正数 ν− > 0が存在して，∣∣∣∣{(x, t) ∈ (y, s) +Q(θ(2ρ)p, 2ρ) : u(x, t) < µ− + aω

}∣∣∣∣ ≦ ν−
∣∣Q(θ(2ρ)p, 2ρ)

∣∣
ならば，

u(x, t) ≧ µ− + aξω a.e. (x, t) ∈ (y, s) +Q(θρp, ρ)

が成り立つ．ただし，集合Xに対して |X|はXの Lebesgue測度を表す．

主結果 3 (解の正値性の伝播)

ある (y, s) ∈ ΩT と ρ > 0に対して，∣∣{u(·, s) ≧ L
}
∩Kρ(y)

∣∣ ≧ α
∣∣Kρ(y)

∣∣
がある L > 0とある α ∈ (0, 1)について成り立つならば，p,N, α に依存する
δ, ε ∈ (0, 1)が存在して，∣∣{u(·, t) > εL

}
∩Kρ(y)

∣∣ ≧ 1

2
α
∣∣Kρ(y)

∣∣, ∀t ∈
(
s, s+ δLq+1−pρp

)
.

さらに，ある正数 η = η(p,N, α) < 1が存在して，次が成り立つ:

u(x, t) ≧ ηL a.e. (x, t) ∈ K2ρ(y)×
(
s+

1

2
δLq+1−pρp, s+ δLq+1−pρp

)
.



証明は，DiBenedetto ([7])らによる p - Laplace 方程式 および porous medium 方程
式に対するDeGiorgiの方法にならい，時空のスケールサイズをうまく定めて局所エ
ネルギー評価を行う．
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