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1 はじめに

退化したパラメーターに対する Jack多項式を Lauricellaの超幾何級数を用いて具体的に表した．

関口 [9]は対称空間 SL(3,R)/SO(3) 上の退化したパラメーターに対する球関数の満たす微分方

程式系とAppellの超幾何級数 F1 の満たす微分方程式系を関係づけることにより，退化したパラ

メーターに対する球関数がAppellの F1 を用いて表されることを示した．

Jack多項式はパラメーター k > 0 をもつ多変数の直交多項式で k = 1 のとき Schur多項式，

k = 1/2 のとき zonal多項式（対称空間 SU(n)/SO(n) 上の帯球関数）になる．

本講演では，退化したパラメーターに対する n 変数の Jack多項式が Lauricellaの FD を用い

て表されることを述べる．これは n = 3, k = 1/2 の場合は関口 [9]の結果から従うが，そこでの

手法を一般の n, k に拡張することにより示される．

2 Jack多項式

この節では，[3], [7], [10]に従って Jack多項式について述べる．

λ1 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0 (n ≥ 2) を満たす 0 以上の整数の組 (λ1, · · · , λn) を分割という．分割を

λ = (λ1, · · · , λn) とおき，|λ| =
n∑

i=1

λi とする．変数を x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn とする．多項式環

R[x1, · · · , xn] には，変数の入れ替えにより対称群 Sn が作用する．対称群の作用により不変な元

全体の集合を

R[x]Sn = R[x1, · · · , xn]Sn

と表す．R[x]Sn の元を n 変数対称多項式という．

γ = (γ1, · · · , γn) ∈ Zn
≥0 に対し，xγ = xγ11 · · ·xγnn とする．また，分割 λ に対して，λi が 0 で

ない i の総数を長さという．長さ n 以下の分割 λ に対するモノミアル対称多項式 mλ(x) を

mλ(x) =
∑

γ∈Snλ

xγ

で定義する．例えば

m(2,0)(x1, x2) = x21 + x22,

m(1,1)(x1, x2) = x1x2,

m(2,1,0)(x1, x2, x3) = x21(x2 + x3) + x22(x1 + x3) + x23(x1 + x2)

である．mλ(x) は |λ| 次斉次多項式である．



k > 0 とする．ϑi = xi
∂

∂xi
(i = 1, · · · , n) とおく．2 階の微分作用素 L(k) を

L(k) =

n∑
i=1

ϑ2
i + k

∑
1≤i<j≤n

xi + xj
xi − xj

(ϑi − ϑj)

で定義する．µ, λ を分割とし，半順序 µ ≤ λ を

|µ| = |λ|かつ，全ての i ≥ 1に対して µ1 + · · ·+ µi ≤ λ1 + · · ·+ λi

により定義する．

定理 1 (Macdonald [7], [10])

次の条件 (i)，(ii)を満たす n 変数の対称多項式 P
(1/k)
λ (x) がただ一つ存在する．

(i) P
(1/k)
λ (x) =

∑
µ≤λ

uλµmµ(x) (uλµ ∈ R, uλλ = 1) ，

(ii) L(k)P
(1/k)
λ (x) = h(λ)P

(1/k)
λ (x) h(λ) =

n∑
i=1

λi(λi + k(n+ 1− 2i)) ．

P
(1/k)
λ (x) を Jack多項式という．

例えば

P
(1/k)
(2,0) (x) = m(2,0)(x) +

2k

1 + k
m(1,1)(x),

P
(1/k)
(3,0,0)(x) = m(3,0,0)(x) +

3k

2 + k
m(2,1,0)(x) +

6k2

(1 + k)(2 + k)
m(1,1,1)(x)

である．P
(1/k)
λ (x) は |λ| 次斉次多項式である．また，Jack多項式は内積

(f, g)k =
1

(2π)nn!

∫
[0,2π]n

f(eiθ1 , · · · , eiθn)g(eiθ1 , · · · , eiθn)
∏

1≤j<l≤n

|eiθj − eiθl |2kdθ1 · · · dθn

に関して R[x]Sn の直交基底をなす．

3 Lauricellaの超幾何級数 FD

この節では，[2], [4], [6] に従って Lauricellaの FD について述べる．(a)n = a(a+ 1) · · · (a+ n− 1) (n ≥ 1),

(a)0 = 1 (n = 0)

とおく．n− 1 変数の超幾何級数 Lauricellaの FD は

FD(α, β1, · · · , βn−1, γ; z1, · · · , zn−1)

=

∞∑
m1,··· ,mn−1=0

(α)m1+···+mn−1(β1)m1 · · · (βn−1)mn−1

(γ)m1+···+mn−1m1! · · ·mn−1!
zm1
1 · · · zmn−1

n−1 (γ ̸= 0,−1,−2, · · · )

で定義される．上の級数は |z1| < 1, · · · , |zn−1| < 1 で収束する．FD は積分表示

FD(α, β1, · · · , βn−1, γ; z1, · · · , zn−1) =
Γ(γ)

Γ(α)Γ(γ − α)

∫ 1

0
tα−1(1− t)γ−α−1

n−1∏
i=1

(1− zit)
−βidt



をもつ．上の積分はRe(α) > 0, Re(γ − α) > 0 のとき収束する．

FD は 1 変数のときGaussの超幾何級数

2F1(α, β, γ; z) =

∞∑
n=0

(α)n(β)n
(γ)nn!

zn

であり，2 変数のときAppellの超幾何級数

F1(α, β1, β2, γ; z1, z2) =

∞∑
m1,m2=0

(α)m1+m2(β1)m1(β2)m2

(γ)m1+m2m1!m2!
zm1
1 zm2

2

である（[1]）．

定理 2 ([4], [6])

u(z1, · · · , zn−1) = FD(α, β1, · · · , βn−1, γ; z1, · · · , zn−1) は，微分方程式系
ϑi

(
n−1∑
l=1

ϑl + γ − 1

)
u = zi(ϑi + βi)

(
n−1∑
l=1

ϑl + α

)
u (i = 1, · · · , n− 1),

zi(ϑi + βi)ϑju = zjϑi(ϑj + βj)u (1 ≤ i < j ≤ n− 1)

の (0, · · · , 0) の近傍で解析的で u(0, · · · , 0) = 1 を満たす一意解である．

ここで，ϑi = zi
∂

∂zi
(i = 1, · · · , n− 1) とおいた．

補題 1 ([6])

変換公式

FD(α, β1, · · · , βn−1, γ; z1, · · · , zn−1)

= (1− zn−1)
−αFD

(
α, β1, · · · , βn−2, γ −

n−1∑
i=1

βi, γ;
zn−1 − z1
zn−1 − 1

, · · · , zn−1 − zn−2

zn−1 − 1
,

zn−1

zn−1 − 1

)

が成り立つ．

4 主結果

この節では，[12]に従って本研究の主結果を述べる．

4.1 Jack多項式とLauricellaの超幾何級数

n を 2 以上の整数とし，p, q は p ≥ q ≥ 0 を満たす整数とする．分割 (p, q, · · · , q) に対する n

変数の Jack多項式は n− 1 変数の Lauricellaの FD を用いて具体的に表される．

定理 3 (T [12])

パラメーター k > 0 と分割 λ = (p, q, · · · , q) に対して，

(i) P
(1/k)
(p,q,··· ,q)(x1, · · · , xn) =

(nk)p−q

(k)p−q

n−1∏
l=1

xql x
p
nFD

(
q − p, k, · · · , k, nk; 1− x1

xn
, · · · , 1− xn−1

xn

)
，

(ii) P
(1/k)
(p,q,··· ,q)(x1, · · · , xn) =

n−1∏
l=1

xql x
p
nFD

(
q − p, k, · · · , k, q − p− k + 1;

x1
xn

, · · · , xn−1

xn

)
が成り立つ．



q − p は 0 以下の整数なので，右辺の超幾何級数は有限和になる．

n = 2 のとき，定理 3 (i)は

P
(1/k)
(p,q) (x1, x2) = xq1x

p
22F1

(
q − p, k, 2k; 1− x1

x2

)
となる．Gauss の超幾何級数の変換公式（[8]）によりこれは

P
(1/k)
(p,q) (x1, x2) =

(2k)p−q

(k)p−q
(x1x2)

1
2
(p+q)

2F1

(
q − p, p− q + 2k, k +

1

2
;
1

2
− 1

4

[(
x1
x2

) 1
2

+

(
x2
x1

) 1
2

])

と書き直せる．この等式は Lassalle [5]に記されている．つまり，定理 3 (i)は n = 2 の場合に知

られている結果の一般化と見なすことができる．

4.2 定理 3の証明の概略

(i)の証明

定理 3 (i)は斉次性を用いて，分割 λ = (p, q · · · , q) に対する n 変数の P
(1/k)
λ (x) の満たす微分

方程式 L(k)P
(1/k)
λ (x) = h(λ)P

(1/k)
λ (x) と n − 1 変数の FD の満たす微分方程式系を関係づける

ことにより証明される．これは n = 3, k = 1/2 のときに関口 [9]が用いた手法を拡張したもので

ある．

ν ∈ C に対して，

u(y1, · · · , yn−1) = FD(−ν, k, · · · , k, nk; 1− y1, · · · , 1− yn−1) (1)

は，微分方程式系
ϑi

(
n−1∑
l=1

ϑl − ν − k

)
u = yi(ϑi + k)

(
n−1∑
l=1

ϑl − ν

)
u (i = 1, · · · , n− 1),

yi(ϑi + k)ϑju = yjϑi(ϑj + k)u (1 ≤ i < j ≤ n− 1)

(2)

の (1, · · · , 1) の近傍で解析的で u(1, · · · , 1) = 1 を満たす一意解であることが変数変換と定理 2に

より示される．

ν = p− q のとき，(1) で与えられる u を用いて

P (x1, · · · , xn) =
n−1∏
l=1

xql x
p
nu

(
x1
xn

, · · · , xn−1

xn

)
とおくと，FD の定義と補題 1から P は対称多項式であることが示される．また，微分方程式系

(2)から

L(k)P = h(λ)P

が導かれる．定理 1から Pλ = cP を満たす定数 c が唯一つ存在する．この両辺をモノミアル対称

多項式の一次結合で表したときの mλ(x) の係数を比較することにより，定数 c が決まり定理 3 (i)

が導かれる．



(ii)の証明

微分方程式系 (2)は

u(y1, · · · , yn−1) = FD(−ν, k, · · · , k,−ν − k + 1; y1, · · · , yn−1)

を解にもつが，ν ∈ Z≥0 のとき，これは多項式になり，一意性より

FD(−ν, k, · · · , k,−ν − k + 1; y1, · · · , yn−1) =
(nk)ν
(k)ν

FD(−ν, k, · · · , k, nk; 1− y1, · · · , 1− yn−1)

が成り立つ．これより (ii)が示される．

本講演で述べた結果に関連して，定理 3 (i)の証明中の ν ∈ C に対する微分方程式系 (2) の解析

解 (1)は，退化したパラメーターに対するA 型のHeckman-Opdamの超幾何級数に対応している

ことを示野信一氏（関西学院大学）との共同研究で示した（[11]）．
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d’Hermite, Gauthier-Villars, Paris, 1926.

[2] 原岡喜重, 「超幾何関数」, 朝倉書店, 2002.

[3] 堀田良之・渡辺敬一・庄司俊明・三町勝久, 「群論の進化」, 岩波書店, 2004.

[4] K. Iwasaki, H. Kimura, S. Shimomura, M. Yoshida, From Gauss to Painlevé: A Modern
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